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Ovningar om mangders kardinalitet

Ovning 1. Forklara varfor foljande mingder ar upprikneliga:

1. {neN:n>10},

2. {% net,n# 0},
3. {1,2,3,5,8,13,21},
4. mangden av l6sningar till den Difoantiska ekvationen 5x + 3y = 1.

Ovning 2. Vilka av mingderna i féregaende uppgift har samma kardinalitet som N?

Ovning 3. Visa att relationen =, har samma e%enskaper som en ekvivalensrelation,
d.v.s. den ar reflexiv, symmetrisk och transitiv.

Ovning 4. Visa att X >, Y om och endast om det finns en surjektion fran X till Y.

Ovning 5. Lat L vara mingden av alla linjer i 2y-planet som passerar igenom (0,0).
Avgor om L ar uppraknelig eller e;j.

Ovning 6. Lat X och Y vara upprikneliga. Visa att iven X uY ir uppriknelig.
Ovning 7. Lat X och Y vara upprikneliga. Visa att &ven X x Y ir uppriknelig.

Ovning 8. Lat X,, vara uppriknelig fér varje n € N. Visa att dven U2, X, r upprik-
nelig.

Ovning 9. Lat A = {a1,as,...,a,} och B = {by,bs,...,b,,} vara tva dndliga mingder.

1. Ange ett krav pa n och m som ar ekvivalent med att det finns en injektion fran
Atill B.

2. Ange ett krav pa n och m som ar ekvivalent med att det finns en surjektion fran
Atill B.

3. Ange ett krav pa n och m som ar ekvivalent med att det finns en bijektion fran
Atill B.

Ovning 10. Lat A och B vara som i féregiende 6évning. Berdkna i vart och ett av
fallen hur manga injektioner/surjektioner/bijektioner det finns.

OBS: att berdkna antalet surjektioner ar mycket mer komplicerat an de 6vriga, sa
spendera inte for mycket tid med detta. Se facit for ledning.

'Tips: Kom ihag att om f 4r en bijektion sa 4r ocksa f~' en bijektion.



Ovning 11.
1. Konstruera en bijektion mellan [0, 1] och [3,8].

2. Konstruera en bijektion mellan [0, 1] och [a, b] dar a, b ir reella tal som uppfyller
a<b.

3. Konstruera en bijektion mellan [a, b] och [¢, d] dar a, b, ¢, d ar reella tal som upp-
fyller a <boch c < d.

Ovning 12. Visa att [0,1] =, (0,1].2

Ovning 13. Lit X vara mingden av alla odndliga talféljder av nollor och ettor, d.v.s.
alla foljder ag,aq,as,as, ... dar varje a, ar antingen 0 eller 1. Visa att X ar en Over-
uppraknelig miangd genom att anvanda Cantors diagonalmetod.

*Tips: Att konstruera en bijektion kan vara svart. Forsok isafall att anvianda de satser som gatts ige-
nom.



Facit och ledningar

Ovningl. 1. Mingden ir en delmingd av den upprikneliga mingden N.
2. Miangden ar en delméangd av den uppréakneliga méangden Q.
3. Miangden ar en delméangd av den uppréakneliga méngden N.

4. Det finns en bijektion mellan 16sningsmangden och Z som ges av n — (z( —
bn,yo + an). Eftersom Z ar uppraknelig ar darfor 16sningsméangden ocksa upp-
raknelig.

Ovning 2. Mingderna fran 1, 2 och 4.

Ovning 3.
Reflexiv: Det finns alltid en enkel bijektion fran en mangd till sig sjilv.
Symmetrisk: Hur beter sig inversen av en bijektion?
Transitiv: Hur beter sig sammansattningen av tva bijektioner?

Ovning 4. Om X >, Y finns en injektion fran Y till X. Anvind denna for att skapa
en surjektion fran X till Y. Glom inte att definiera hur den avbildar elementen i X
som inte traffas av injektionen. Om a andra sidan det finns en surjektion f: X - Y
kan vi vilja ut ett element? z ur varje urbild fY(y) = {zeX: f(z) =y}. Anvind detta
for att skapa en injektion Y — X.

Ovning 5. Nej, mingden L ir inte uppriknelig. Jimfér med reella talen.

Ovning 6. Jimfér med hur vi visade att N =, Z: skicka vartannat naturligt tal pa ett
element i X och vartannat pa ett elementiY.

Ovning 7. Jamfér med hur vi visade att Z =, Q: skicka elementen pa diagonaler.
Ovning 8. Samma idé som i féregaende uppgift.
Ovning9. 1. n<m
2. n>m
3. n=m
Ovning10. 1 (7)n!

2. Den hir ar en riktig kluring. Det man kan goéra nagorlunda enkelt ar att hitta
en rekursiv formel f6r antalet surjektioner.

Om vi later f(n,m) vara antalet surjektioner fran en mangd med n element
till en méngd med m element. Vi vill radkna pa hur manga satt vi kan skapa en
surjektion g: A — B. Vi boérjar med att sitta g(a;) = b; for nagot j. Har har vim
olika valmajligheter.

3Detta 4r valdigt subtilt. Den intresserade kan ldsa om urvalsaxiomet pa t.ex. wikipedia.



Efter att ha valt g(a;) betraktar vi vad g gor med mangden A \ {a; }. Hir finns
tva alternativ: antingen har vi g(ay) # b; for alla aterstaende & > 2 eller sa har vi
att det finns nagot a;, som ocksa skickas pa b;, g(ax) = b;. I det forsta fallet ska vi
skapa en surjektion fran A \ {a; }, som har n -1 element, till mangden B \ {b;},
som har m - 1 element. Antalet sadana surjektioner ar darfoér f(n-1,m-1).1
det andra fallet ska vi skapa en surjektion fran A\ {a; } till médngden B eftersom
det ska finnas ytterliggare ett element som avbildas pa samma b;. Antalet sadana
surjektioner ar f(n —1,m).

Sammanlagt far vi da rekursionsformeln f(n,m) = m(f(n-1,m-1)+f(n-1,m)).
Det slutliga svaret ar relaterat till de sa kallade Stirlingtalen av andra slaget, se
Wikipedia.

3. n!

Ovning 11. 1. Till exempel f(z) = 5z + 3.
2. Till exempel f(x) =(b-a)z +a.
3. Till exempel f(z) = Zlf‘g(x —a)+ec.

Ovning 12. Konstruera en injektion [0,1] — (0,1] och en injektion (0,1] - [0,1].
Anvand sedan Schréder-Bernsteins sats.

Ovning 13. Konstruera en f6ljd b av nollor och ettor som oméjligt kan vara med i en
upprakning.



