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1 Grundliggande logik

Innan vi sétter igang med matematiken kan det vara bra att bilda oss en uppfattning
om vad matematiken som vetenskap sysslar med. Vildigt forenklat kan man sdga att
matematiken byggs upp av definitioner, satser och deras bevis.

Definitionerna anvinds for att bestdmma vad man menar med ett visst ord och ska
vara utformade pa sadant sitt att det aldrig kan uppsta tvetydigheter i huruvida ett
objekt uppfyller definitionen eller ej. Definitioner kan anvidndas for att precisera ett
specialfall av nagot vidare begrepp, till exempel for att siga vad ett primtal &r, eller for
nagot helt nytt, om vi till exempel vill sdga vad ett tal &r. Man utgar da fran ett antal
grundantaganden, sa kallade aziom, som definitionen bygger pa.

Satser anvinds for att utforska och sédga saker om objekten vi definierar. Satserna
innehaller ett antal antaganden och ett antal pastaenden eller utsagor om de objekt
vi har definierat. Det &r dessa pastaenden som ska bevisas genom att utga fran de
antagenden som angetts.! For att utfora beviset anvéinder man sig av logik. Vi kommer
dérfor borja med en genomgang av de grundliggande logiska reglerna som krivs for att
genomfora de vanligaste logiska resonemangen i matematiken.

Vi bérjar med att titta ndrmare pa vad vi menar med en utsaga. Vi kommer inte
definiera exakt vad en utsaga ar eftersom det skulle ta alldeles for lang tid men grovt sett
kan man séiga att en utsaga dr nagot som ger en relation mellan tva eller flera objekt,
de séger nagot om nagot. I sprakligt sammanhang skulle man kunna séiga att en utsaga
ar en komplett mening. Till exempel &r foljande utsagor:

1. 1>0,

2. mina skor &r svarta,

3. 2z =10,

4. alla faglar kan flyga,

5. det finns en fagel som kan flyga,

6. min granne dr fran Mars.
Déremot ar foljande inte utsagor:

1.1,

2. mina skor,

3. alla faglar,

4. fabsin(x)dx.

1Ofta pratar man ocksd om lemman, propositioner och korollarier. Ett lemma #r en hjilpsats, ett
mindre resultat som anvénds for att bevisa en storre sats. En proposition &ar ett sjdlvstiandigt resultat
som inte dr tillrdckligt viktigt for att kallas sats. Ett korollarium &r en sats som &r en direkt eller enkel
foljd av en annan sats.



5. Mars

Dessa &r bara "namn” pa olika saker.

En utsaga kan vara sann eller falsk. Till exempel dr utsagan ”alla faglar kan flyga”
falsk medans utsagan ”1 > 0” &r sann. Till skillnad fran dessa tva utsagor, som alltid &r
antingen sanna eller falska, beror sanningsvirdet for utsagan ”mina skor ar svarta” pa
vilka skor jag har pa mig for tillfdllet och sanningsvérdet for 72z = 10” beror pa vad z
ar. Man brukar darfor skilja pa dppna utsagor, vars sanningsvirde beror pa en eller flera
variabler, och slutna utsagor, vars sanningsvirde &r bestdmt en gang for alla och aldrig
dndras.

Vi ska nu titta pa hur man kan kombinera utsagor for att skapa nya. Hér gor vi var
forsta definition.

Definition 1.1. Lat A och B vara tva utsagor. Konjunktionen av A och B, som vi
betecknar A A B, ar den utsaga som dr sann om och endast om bade A och B &r sanna.

Konjunktionen fungerar alltsa pa ungefir samma sétt som ordet ”och” gor i vanligt
sprak. Om till exempel A &r utsagan "mina skor &r svarta” och B &r utsagan 72z = 10”
sa ar konjunktionen A A B utsagan ”mina skor dr svarta och 2z = 10”. Om 2z # 10 eller
om mina skor inte ar svarta dr alltsa utsagan A A B falsk. Detta leder oss ocksa in pa
nésta definition.

Definition 1.2. Lat A och B vara tva utsagor. Disjunktionen av A och B, som vi
betecknar med A v B, dr den utsaga som &r falsk om och endast om bade A och B &r
falska.

Denna definition &r inte lika latt att genomskada men om man funderar lite kan man
inse att disjunktion fungerar ungefiar som ”eller” gor i vanligt sprak. Om, som tidigare,
A &r utsagan "mina skor ar svarta” och B dr utsagan "2z = 10” sa &r A v B utsagan
"mina skor dr svarta eller 2x = 10”. Utsagan A v B ar alltsa sann om bade A och B &r
sanna, A dr sann men B &r falsk eller om A &r falsk och B &dr sann. Notera att detta
inte kan Oversdttas med det sprakliga ”antingen ...eller ...”.

Anmdrkning 1.3. Inom matematiken finns ingen standardiserad notation for utsagan
“antingen A eller B”, som brukar kallas exklusiv disjunktion. Den dyker helt enkelt inte
upp lika ofta som konjunktionen eller disjunktionen. Inom datavetenskap &r situationen
annorlunda, hér har exklusiv disjunktion flera intressanta tillimpningar. Till exempel
kan man utnyttja att den exklusiva disjunktionen av en utsaga med sig sjilv alltid ar falsk
for att nollstélla ett processorregister eftersom datorn anvénder 0 fér att representera
falskt. I vissa fall &r detta till och med snabbare &n att explicit séitta virdet av registret
till 0.

Nar man anvédnder konjunktion och disjunktion for att skapa sammansatta utsagor
kan det vara ldtt att tappa bort sig i alla sanningsvarden. Ett smidigt sétt att halla koll
pa detta dr genom att gora en sa kallad sanningsvirdestabell. Vi illustrerar detta med
nagra exempel.



Exempel 1.4. Lat A och B vara tva utsagor. Vi vill nu underséka sanningsvirdena
for utsagorna A A B och A v B genom att gora sanningsvirdestabeller. Lat S beteckna
"sann” och F beteckna ”falsk”. Vi stéller upp det pa foljande vis:

A|B|AnB A|B|AvB
S|s| S S|s| S
S|F| F S|F| S
F|S| F F|sS| S
F|F| F F|F| F

Figur 1: Sanningsvérdestabeller for konjunktion och disjunktion.

Lat nu C vara en tredje utsaga. Vi kan da titta pa den lite mer komplicerade utsagan

(AAB)vC.
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Figur 2: Sanningsvirdestabell fér utsagan (A A B) v C.

Anmdrkning 1.5. Vi kan se att sanningsvirdestabellen i exemplet ovan blev mycket
storre dn vara tidigare sanningsvéirdestabeller. Ju fler utsagor vi inkluderar i en san-
ningsvérdestabell desto storre blir den, faktum &r att antalet rader ar 2™ dér n ar antalet
utsagor. Det kan darfor vara bra att analysera en stor sammansatt utsaga innan man
gor sanningsvirdestabellen. Kanske kan utsagan forenklas sa att tabellen blir mycket
mindre. Vi kommer titta nirmare pa hur detta kan goras senare i kapitlet. Den intres-
serade kan ocksa titta ndrmare pa nagot som kallas Boolesk algebra, i synnerhet den
datorintresserade.

Néar man skriver utsagor ar det nagra uttryck som ofta dyker upp. Exempel pa sadana
dr "for alla”, ”for varje” och ”det existerar”. Dérfor har man ocksa infért beteckningar
for dessa, de sa kallade kvantifikatorerna. Uttrycket ”for alla” eller ”for varje” skrivs
V. Uttrycket ”det existerar” eller ”det finns minst en” skrivs 3. Om vi later M vara
mingden? av alla faglar kan vi da skriva utsagan ”alla faglar kan flyga” som

Vx e M: x kan flyga.

Vi har inte gatt igenom vad en méngd &r &n men for tillfillet ricker det att betrakta en méingd som
en samling av skilda objekt. Vi kommer prata mer om méngder i nésta kapitel.



Uttrycket x € M betyder att x dr ett element i M, d.v.s. i det hir fallet att = 4r en fagel,
och vi laser : som ”giller att” eller ”for vilket”. Skulle man ldsa ut detta i mer vardagligt
sprak blir det ”for varje fagel x géller att x kan flyga”. P4 liknande sitt kan man skriva
utsagan ”det finns en fagel som kan flyga” som

Jx € M: x kan flyga.

Vi lidser detta som ”det existerar en fagel som kan flyga”. Man anvinder dven 3! for att
indikera att nagot existerar och att det #r unikt och A for att indikera att nagot inte
existerar. Till exempel skulle

32 € M: x kan flyga

vara utsagan att det inte finns nagon fagel som kan flyga. JAmfor detta med utsagorna
x=yochx+y.

Anmdrkning 1.6. Nar man i matematiken siger att “det existerar en” eller "det finns
en” sa menar man alltid att det finns minst en. Utsagan ”det finns ett jamnt tal” betyder
alltsa inte att det bara finns ett jamnt tal och inga fler utan det betyder att det finns
minst ett jAmnt tal.

Nagot annat som ocksa dyker upp ofta dr negationen eller motsatsen av en utsa-
ga. Om vi har en utsaga A sa vill vi att negationen av A ska vara falsk precis da A
ar sann och sann precis da A ar falsk, sa att utsagan och dess negation dr varandras
logiska ”komplement”. Vi betecknar negationen av en utsaga A med -A. Vi kan beskri-
va forhallander mellan en utsaga A och dess negation —A enkelt och koncist med en
sanningsvéardestabell.

Al -A
S| F
F| S

Eftersom A och —A har motsatta sanningsvirden kommer darfor utsagan A A -A
alltid att vara falsk. Vi kan ocksa se att nagon av utsagorna A eller - A alltid &r sann
och darfor dr utsagan A v —-A alltid sann. Vi kan anvéinda bada dessa egenskaper for att
forenkla utsagor, sarskilt i kombination med implikation och ekvivalens som vi ska titta
pa lite senare.

Hur verkar da negationen pa kvantifikatorerna V och 37 For att underscka detta later
vi A vara en utsaga som beror pa x i nagon mangd M.

Vi borjar med att betrakta utsagan Va € M: A, d.v.s. for varje element = i M &r
utsagan A sann. Vad dr da negationen —(Vax € M: A) av detta? Negationen ir ju sann
precis da utsagan i sig ar falsk, sa vi vill veta nir utsagan Vx € M: A ar falsk. Om
Vz e M: A &r falsk maste det finnas minst ett x € M for vilket A ar falskt. Vi kan skriva
detta som 3z € M: —A. Vi har alltsa att -(Vz € M: A) &r utsagan Jz e M: -A

Anmdrkning 1.7. Det hdr kan skilja sig fran hur man anvinder ordet "motsats” i var-
dagligt sprak. I vardagligt sprak kan man siga att motsatsen till ”alla faglar kan flyga”
ar "ingen fagel kan flyga” men detta ar inte den logiska motsatsen som istéllet dr ”det



finns en fagel som inte kan flyga”. I det hir exemplet ar detta extra tydligt eftersom
bada utsagorna ”alla faglar kan flyga” och ”ingen fagel kan flyga” &r falska.

Vi betraktar nu istéllet utsagan 3x € M: A. Om denna utsaga ska vara falsk far det
inte finnas nagot x for vilket A &r sant, d.v.s. for varje x maste A vara falsk. Vi kan
dérfor skriva —(3z € M: A) som Vz e M: -A.

Det finns liknande samband for negationen av en konjunktion och en disjunktion.
Givet tva utsagor A och B giller att -(AA B) &r utsagan —A v —B och utsagan -(Av B)
ar utsagan —~A A =B. Dessa relationer kallas for De Morgans lagar.

Det sista vi ska titta pa innan vi gar vidare fran logiken &ar implikationer och ekviva-
lenser. Givet tva utsagor A och B skapar vi utsagan A = B som vi tolkar som “om A
ar sann sa dr B sann”. Vi ldser A = B som ” A implicerar B” eller ” A medfor B”. Det
ar tydligt fran tolkningen att om A #r sann maste ocksa B vara sann for att A = B
ska vara sann och att om A &r sann men B &r falsk sa dr &ven A = B falsk. Dédremot
ar det inte helt tydligt vad som géller om A &r falsk. For att rada bot pa detta sédger
vi att en falsk utsaga kan implicera vad som helst, d.v.s. om A &r falsk sa &r A = B
alltid sann oavsett B. Vi sammanfattar detta i en sanningsvirdestabell.

A|B|A =B

= v " w»m
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Denna sanningsvirdestabell gor det ocksa tydligt vad som menas med —-(A = B),
det maste ndmligen vara utsagan A A =B eftersom endast da A &r sann och B &r falsk
ar A = B falsk. Vi kan ocksa tolka -(A = B) som "visserligen A men trots det géller
inte B”. En vanlig och ibland vildigt anvidndbar omskrivning av implikationen A = B
ar utsagan -B = —A. Denna omskrivning kallas kontrapositionen av A = B och har
alltsa samma sanningsvirden. Kolla detta med en sanningsvirdestabell!

Anmdrkning 1.8. Det forekommer ett stort missbruk av tecknet 7 = 7. Till exempel
anvands det ibland istédllet for ”=" och vice versa. Tank pa att implikationer bara kan
anvéndas mellan kompletta utsagor.

Givet tva utsagor A och B skapar vi nu utsagan A <> B som betyder (A =
B)A (B = A), d.v.s. de bada utsagorna implicerar varandra. Vi far dédrfor foljande
saningsvardestabell.

B

w = wn



Om utsagan A < B alltid 4r sann séger vi att utsagorna A och B ar ekvivalenta.
Vi har redan sett ett antal exempel pa ekvivalenta utsagor, till exempel foljande.

Exempel 1.9. Lat A och B vara tva utsagor och lat M vara en méngd. Da &r foljande
ekvivalenser sanna:

1. —|(A/\B) = (ﬁA\/ﬂB),
2. (A = B) & (-B = -A),
3. (A = B) & AA-B

Implikation och ekvivalens kan anvéndas for att forenkla utsagor, till exempel innan
vi stéller uppen sanningsvirdestabell. Ett enkelt exempel pa detta kan vara utsagan
(AA-A)v B dir A och B ir tva utsagor. Eftersom utsagan A A —A alltid dr falsk kan
vi forenkla utsagan med en ekvivalens enligt (AA-A)v B < B.

Implikationer och ekvivalenser ar ocksa vildigt viktiga vid ekvationslosning. En ek-
vation dr i regel en 6ppen utsaga. Att 16sa ekvationen betyder att man hittar samtliga
virden pa ingaende variabler som gor att utsagan dr sann. Detta gér man genom att
skriva om den ursprungliga utsagan med hjélp av ekvivalenser och implikationer.

Om man kan 16sa ekvationen med hjilp av enbart ekvivalenser sa kan man vara siker
pa att man far ratt svar men om man vid nagot tillfille maste anvinda en implikation &r
det inte ldngre sidkert att de resultat man far faktiskt loser ekvationen. Ett typexempel
pa nir sadana situationer upptsar ar nir man loser rotekvationer som till exempel

r=Vz+2.

Vanligt &r att man direkt kvadrerar bada leden for att bli av med rottecknet, men detta
leder till en utsaga som inte ar ekvivalent med den forsta. Det #r bara en implikation.
Anledningen till detta &ir att a =b = a? = b> men a? = b*> 2 a =b. Utsagorna a = b och
a® = b? ar alltsa inte ekvivalenta. Ekvationen a? = b? har ju férutom lésningen a = b ocksa
l6sningen a = ~b. Alltsa #r utsagan a® = b? ekvivalent med utsagan (a = b) v (a = -b).

Exempel 1.10.

r=Vzr+2

= 22=2+2

s 2-2-2=0

<> z=-1vzz=2

Notera att vi mellan férsta och andra utsagan har en implikation men inte en ekvivalens.
Déarfor kan vi inte direkt dra slutsatsen at andra hallet, d.v.s. om z = -1 v x = 2 sa
x =+vx +2. Det kan hidnda att det &r sant men det kan ocksa hidnda att en eller bada
dessa ”16sningar” #r falska. Det enda vi vet dr att om en ldsning finns maste den ha
nagon av formerna vi har hittat. Vi far helt enkelt undersdka om nagot av dessa forslag
faktiskt &r en 16sning.



Om vi siitter in = -1 far vi =1 = /1 vilket &r falskt. Diirfor #r 2 = —1 ingen lésning.
Det ér en sa kallad falsk rot. Sétter vi in x = 2 far vi 2 = /2 + 2 = V/4 vilket stiimmer.
Svaret blir alltsa att x = 2 &r den enda lsningen.

Exempel 1.11. Vi vill nu 16sa ekvationen (x - 2)? = 8(z - 2). Eftersom faktorn z — 2
forekommer i bada leden &dr det frestande att helt enkelt dividera bada leden med z — 2
men detta far man inte goéra. Det kan ju hénda att x = 2 och isafall har vi dividerat
med 0. Darfor undersoker vi fallet x = 2 for sig och ser da att x = 2 &r en 16sning till
ekvationen. Om z # 2 far vi utféra divisionen och far da

r—-2=8 < x=10.

Vi har nu téckt in alla mojliga fall (eftersom antingen = = 2 eller x # 2) och kan dérfor
dra slutsatsen att ekvationen har rétterna x = 2 och z = 10.

2 Grundliggande mingdlara

Vi har redan till viss del anvént oss av vad vi kallar mdngder men vi ska nu ta oss en
ndrmare titt pa vad det 4r och hur man kan arbeta med dem. Mdngdldra &r det omrade
av matematik och logik som studerar mangder och anvinds flitigt inom matematiken
som sprak for att formulera definitioner, satser, m.m. Man kan sidga att méingdlaran
utgor ett fundament pa vilket man kan bygga upp matematiken. Vi kommer inte oroa
oss sa mycket over hur man definierar méngder utan kommer fokusera pa hur dessa kan
anvindas i matematiska uttryck.

En mdéngd ser vi som en samling av objekt som kallas for méingdens element. Vi
anvander skrivsédttet x € M for att indikera att x &r ett element i médngden M. En
méngd bestdms helt och héllet av dess element, d.v.s. om tva mingder M och N har
precis samma element s& betraktar vi dem som samma méngd och skriver da M = N.
Déarfor dr det ocksa vanligt att man beskriver en méngd genom att beskriva dess element.
Man anvinder da klammerparenteser, som till exempel

A={1,3,57}.

Har siger vi alltsa att A dr méngden vars element &r 1,3,5,7. Om antalet element &r for
manga for att rikna upp far man istéllet anvinda sig av andra knep, till exempel kan
man utnyttja en viss egenskap som alla elementen har.

B={1,3,5,7,9,...)
C={neAn<13}

Méngden C bestar alltsd av alla udda heltal som uppfyller den givna olikheten, n < 13.
Det ér ocksa vanligt att man anviinder | istéllet fér : ndr man anger en méingd pa detta
sitt. Mer allmént, om man har en utsaga P vars sanningsvirde beror pa en variabel fran
en mangd M kan vi skapa méngden

S={xeM: P}



som alltsd &r méngden av alla x € M som uppfyller utsagan P.

Maingden C' fran det tidigare exemplet har ocksa egenskapen att varje element i C'
ocksa ar ett element 1 B. Vi kan tédnka oss att méngden C' innesluts av méngden B. Vi
ger denna egenskap en definition.

Definition 2.1. Lat A, B vara tva méngder. Om x € B = x € A sa kallas B for en
delmdngd av A. Vi betecknar detta med B € A. Om det existerar ett z € A sadant att
x ¢ B sa kallas B en dkta delmdngd och vi betecknar detta med B c A.

Anmdrkning 2.2. Beteckningen B c A anvénds ibland ocksa for vanlig delméngd. Har
finns tyvérr ingen konsensus inom matematiken, man far helt enkelt vara uppmérksam
pa vad forfattaren egentligen menar nir man ser c.

Exempel 2.3. Vi kan nu séga att C' inte bara ér en delméngd av B utan dven en dkta
delméngd eftersom till exempel 23 € B men 23 ¢ C eftersom 23 > 13 sa talet 23 uppfyller
inte utsagan som definierar méngden C'.

Exempel 2.4. For vilken méngd A som helst géller alltid att A ¢ A eftersom utsagan
reA = xe A alltid 4r sann. Déaremot ar A c A alltid falsk eftersom vi aldrig kan hitta
ett element som bade &r ett element i A och inte &r ett element i A.

Vi ska nu titta pa méngdoperationer, operationer pa méngder som givet tva méngder
A, B later oss skapa nya méngder.

Definition 2.5.

1. Unionen eller foreningsmdngden av A och B betecknas A u B och bestar av alla
element som tillhor A eller B, d.v.s.

AuB={z:(zeA)v(zeB)}.

2. Snittet eller skdrningsmdingden av A och B betecknas A n B och bestar av alla
element som tillhér A och B, d.v.s.

AnB={x: (xe A)n(z€B)}.

3. Mingddifferensen av A och B betecknas A \ B och bestar av alla element i A som
inte ar element i B, d.v.s.

ANB={xecA:z ¢ B}.
Anmdrkning 2.6. Observera att AuB = BuA och AnB=BnAmen att AN B # B\ A.
Exempel 2.7. Lat A ={1,2,3,4,5,6} och B={0,2,4,6,8}. Da har vi
AuB={0,1,2,3,4,5,6,8},

AnB=1{2,4,6),
AN B =1{1,3,5)
B~ A={0,8}.



En vildigt speciell méngd ar den sa kallade tomma mdngden som skrivs @&. Den
karaktériseras av att den inte har nagra element alls. Saledes adr den ocksa en delméngd
av varje annan méangd, eftersom utsagan x € @ alltid &r falsk sd utsagan r € @ = z e A
ar alltid sann oavsett mingden A. Tomma méangden ger oss ocksa ett smidigt sétt att
med hjélp av méngdoperationer avgéra om tva méngder inte har nagra gemensamma
element.

Definition 2.8. Lat A och B vara tva mingder. Om An B = @ séger vi att A och B é&r
disjunkta: de har inga gemensamma element.

Ofta &r méngderna man arbetar med delméngder av en storre miangd X, ett sa kallat
universum. Det kan da vara smidigt att prata om alla element i universumet som inte
ar element i en given delméngd.

Definition 2.9. Lat A ¢ X. Komplementet av A1 X &r méngden A°= X \ A.

Ofta utelimnar man universumet X om det dr underforstatt. Om vi till exempel
bara arbetar med heltal &r det underférstatt att universumet dr méngden av alla heltal.
Till exempel har vi i det fallet att {-1,0,1}¢={...,-3,-2,2,3,...}.

Nagra sarskilt viktiga mangder som vi kommer anvinda under hela kursens gang ar
de sa kallade talméngderna. Dessa &r sa vanliga att de har fatt egna beteckningar:

1. méngden av naturliga tal N ={0,1,2,3,4,...},

2. méngden av heltal Z ={...,-3,-2,-1,0,1,2,3,...},
3. méngden av rationella tal Q = {g: p,qel, q# O},

4. méangden av reella tal R,

5. méngden av komplexa tal C.

En viktig klass av delméngder som ofta dyker upp, och darfor ocksa har sin egen
notation, dr de sa kallade intervallen. Dessa dr sammanghingande delméngder av de
reella talen. Lat a,b e R. Vi definierar da foljande:

[a,b] ={z eR:a <x<b},
(a,b) ={z eR:a<x<b}.
Intervall pa formen [a,b] kallas slutna intervall och intervall pa formen (a,b) kallas

oppna intervall. Vi tillater ocksa blandade intervall som &r 6ppna i ena dnden och slutna
i andra:

[a,b) ={z eR: a < x < b},
(a,b] ={x e R:a <z <b}.
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Slutligen tillater vi ocksa odndliga intervall den en eller bada dndpunkterna &r oéndlig.
Till exempel skriver vi da:

[a,00) = {z e R: a <},
(—00,b) ={x eR: x < b},
(—00,00) =R.

Anmdrkning 2.10. Eftersom —oo och oo inte &r reella tal anvénder vi alltid beteckningen
for ett oppet intervall at det hall som &r oéndligt. Didremot kallar vi &nda [a, o) for ett
slutet intervall och (b, c0) for ett 6ppet intervall. En intressant f6ljd av denna konvention
ar att intervallet (—oo, 00) kallas bade &ppet och slutet! Detta kan verka vildigt mérkligt
men &r en naturlig f6ljd av hur vi vill kunna arbeta med intervallen. De mer generella
koncepten Oppna och slutna méngder tillhér &mnet topologi och ligger langt utanfor
ramarna for denna kurs.

Innan vi lamnar mangdlédran ska vi titta pa hur man pa ett enkelt sétt kan askadliggora
méngdrelationer med sa kallade Venndiagram. Nar man ritar ett Venndiagram borjar
man med att rita en yttre kontur som symboliserar ens universum. Inom dessa konturer
ritar man sedan in geometriska figurer, oftast cirklar, som symboliserar méngder i detta
unviersum. Hér foljer nagra exempel.

X X

(a) Venndiagram for An B. (b) Venndiagram for An B = @.

X

(¢) Venndiagram for B \ A.
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3 Heltal

Vi ska nu ta en ndrmare titt pa méngden av alla heltal, Z, och vad heltalen har for egen-
skaper. Vi borjar med att notera att heltal kan adderas och multipliceras med varandra.

Nér det kommer till additionen giller att a + b = b + a for alla heltal a och b och
dérfor kallar vi additionen kommutativ. Det finns ett speciellt heltal 0 som uppfyller att
a+0=0+a = a for varje heltal a. Vi kallar 0 for ett neutralt element med avseende
pd additionen. For varje heltal a finns dessutom ett annat heltal b som tillsammans
uppfyller att a + b = b+ a = 0, ndmligen talet b = —a. Ibland sdger man att b = —a &r
inversen av a med avseende pa additionen.

Multiplikationen &r precis som additionen kommutativ, d.v.s. a-b = b-a for alla heltal
a och b. Det neutrala elementet med avseende pa multiplikationen ar talet 1, eftersom
det uppfyller att a-1=1-a = a for alla heltal a. Ddremot &r inversen med avseende pa
multiplikationen avlett heltal i regel inte ett heltal. Till exempel &r % den multiplikativa

inversen av 2 men 5 &r inte ett heltal. Faktum ar att endast 1 och —1 har inverser med

avseende pa multiplikationen, ndmligen de sjilva:
1-1=1
(1) (-1)=1
For alla andra heltal a géller alltid att a-b # 1 oavsett vilket heltal b vi véljer. Det-

ta gor ocksa att det Ar intressant att undersoka vilka heltal som kan skrivas som en
multiplikation av heltal som varken &r 1 eller —1.3

3.1 Delbarhetsbegreppet

Delbarhetsbegreppet formaliserar idén att ett tal a kan skrivas som en produkt av heltal
a =b-c. Vi borjar i vanlig stil med att gora en definition som formaliserar var intuition.

Definition 3.1. Lat a,b € Z. Vi séger att a &r delbart med b om det finns ett heltal
c sadant att a = b-c. Vi sdger da ocksa att b delar a och att b &r en delare till a. Vi
betecknar detta med b|a. Pa motsvarande sitt later vi b J a beteckna att b inte delar
a, d.v.s. vi kan inte skriva a som en produkt av b med nagot annat heltal.

Exempel 3.2. Som exempel har vi att 7|56 eftersom 56 = 7-8. Diaremot har vi 3 f 56.

Exempel 3.3. Som vi redan har ndmnt géller alltid att a =1-a och a = (-1) - (-a) sa
vi kan dra slutsatsen att for alla heltal a géller att +1|a och +a|a. Dessa delare kallas
for triviala delare. Delare som inte ar triviala kallas dkta. Vi kommer titta ndrmare pa
detta senare.

Det ar nu dags for var forsta sats.

3Dessa kan ju alltid multipliceras med och vi kan fa tillbaks talet vi hade fran bérjan, till exempel
kan a skrivas som (-1)-(-a). Saledes &r det bara multiplikation med andra tal som &r intressant att
undersoka.
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Sats 3.4. Lat a,b,c vara heltal sadana att a|b och alb. Da gdiller a|(b+c).

Nér vi genomfor beviset far vi utga fran de antaganden som finns i satsen, d.v.s. att
a|b och att a|c. Utifran dessa antaganden ska vi sedan m.h.a. logik och vad vi vet sedan
tidigare hirleda att slutsatsen a|(b+ ¢) da ocksa maste vara sann. Notera att satsen ar
formulerad som en implikation, a|b A a|lc = a|(b+c).

Bevis. Eftersom vi enligt antagandena har att a|b och a|c finns det heltal d,e sadana
att b =ad och ¢ = ae. Idén dr nu att med hjalp av detta forsoka skriva om b+ ¢ sa att vi
kan bryta ut en faktor a. Vi kan gora detta pa féljande vis:

b+c=ad+ae
=a(d+e)

Talet f = d+e &r ocksa ett heltal eftersom d och e &r heltal. Vi kan déarfor skriva b+c = af
vilket betyder att a|(b+c). Vi har darfor bevisat det vi ville gora. O

Anmdrkning 3.5. Symbolen [ betyder att beviset ar firdigt. Andra vanliga symboler
ar m, Q.E.D. och V.S.B. Q.E.D. &r en forkortning av det latinska uttrycket ”quod erat
demonstrandum” vilket betyder ”vilket skulle bevisas”, som i sin tur har férkortningen
V.S.B.

Vi kan faktiskt bevisa nagot mer generellt med samma antaganden.

Sats 3.6. Lat a,b,c vara heltal sadana att a|b och a|c. Da gdller a|(xb+yc) for alla
heltal x,y.

Bevis. Vi vet, igen, att det finns heltal d,e sadana att b = ad och ¢ = ae. Lat nu ocksa
x,y vara godtyckliga heltal. Vi far da:

zb + yc = xad + yae
=a(xd + ye)

Talet f = xd+ ye ar ocksa ett heltal eftersom x, ¥, d, e alla &r heltal. Darfor ser vi nu att
vi kan skriva zb+yc = af sa a|(zb+yc). O

Vi gar igenom ett exempel for att bekanta oss lite mer med delbarhetsbegreppet och
hur bevis fungerar.

Exempel 3.7. Visa att om 4|a -1 sa giller att 8 | a?+7.

Lésning. Enligt antagandet har vi att a—1 = 4b for nagot b € Z. Alltsa har vi att a = 4b+1.
Vi tittar da pa a® + 7. Eftersom a = 4b + 1 har vi att a® = (4b+ 1)? = 16b% + 8b + 1. Det
foljer da att

a’>+7=16b>+8b+8
=8(20% +b+1)

Vi ser alltsa att a® + 7 = 8¢ dér ¢ = 2b% + b+ 1 vilket betyder att 8|a?+7. O
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Vad hénder da om a|b men a f ¢? Detta beskrivs i foljande sats.
Sats 3.8. Lat a,b,c € Z sadana att a|b och a f c. Da giller att a f (b+ c).

Beviset for denna sats ér ett sa kallat motsdgelsebevis. Ett motségelsebevis gar till sa
att man utover de grundantaganden som finns i satsen dven antar motsatsen av det man
vill bevisa och sedan visar att detta extra antagande leder till motségelser. Det foljer da
att vad satsen siger maste stimma.

Bevis. Vi vet att b = ad for nagot d € Z och att a f ¢, d.v.s. vi kan inte skriva ¢ = ae for
nagot heltal e. Vi antar nu motsatsen av a f (b+c¢), d.v.s. att a|(b+¢). Vi kan da dven
skriva b+ ¢ = af for nagot f € Z. Eftersom vi dessutom har att b = ad kan vi da skriva
b+c=ad+c=af < c=af-ad=a(f-d). Men vi har nu skrivit ¢ = ae med heltalet
e = f —d vilket motséiger att a f c. Antagandet att a|(b+c¢) har alltsa ledit oss till en
motséigelse och darfor maste det gélla att a } (b+ c¢). O

Vi kommer anvéinda oss av motsigelsebevis emellanat och kommer senare dven att
titta ndrmare pa motsigelsebevis i allménhet.

3.2 Divisionsalgoritmen och Euklides algoritm

Vi har nu sett nagra exempel pa vad som hinder om a|b men finns det nagot man
kan sédga om a } b7 For enkelhetens skull begrinsar vi oss, tills vidare, till heltal b > 0
och a > 0. Det visar sig att man alltid kan skriva b = ga + r dér 0 < r < a. Vi kallar da
q for kvot och r for rest. Detta bygger pa divisionsalgoritmen som gar ut pa att man
fran b subtraherar sa manga multipler av ¢ man kan utan att resultatet blir negativt.
Det minsta tal man da far &r resten och antalet multipler av @ man har subtraherat &r
kvoten. Vi illustrerar detta i ett exempel.

Exempel 3.9. Vivill dividera 971 med 46. Ett typiskt tillvigagangssiatt med langdivision
boérjar med att man multiplicerar divisorn i divisionen med den hégsta tiopotens man
kan utan att det blir storre &n dividenden. Man drar sedan bort sa& manga multipler man
kan. I det hér fallet kan vi dra bort 2 stycken 10 -46. Kvar aterstar 51.

2

971 | 46
92
ol

Figur 4: Forsta steget i divisionsalgoritmen.

Vi upprepar sedan proceduren med dividenden 51, kvar blir 5.
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21

971| 46
-92
51
~46
5

Figur 5: Divisionen é&r fardig.

Eftersom 5 ar mindre dn 46 kan vi inte fortsatta. Vi ser att kvoten ar 21 och att
resten ar 5. Vi kan alltsa skriva 971 = 21 -46 + 5.

Ett heltal a som uppfyller att a|b och al|c for tva heltal b, ¢ kallas for en gemensam
delare till b och c. Talen 1 och -1 dr gemensamma delare till alla tal b, c € Z. Det storsta
sadana talet kallas fér den stirsta gemensamma delaren av b och ¢ och betecknas med
SGD(b,c). Om SGD(b,c) = 1 séiger man att talen dr relativt prima.

Exempel 3.10. Talet 20 har delarna 1,2, 4,5, 10, 20 och talet 36 har delarna 1,2, 3,4,6,9, 12,18, 36.
Vi ser déarfor att SGD(36,20) = 4. Vi har ocksa att SGD(20,9) = 1 sa talen 20 och 9 &r
relativt prima.

I foregaende exempel bestdmde vi SGD(36,20) genom att helt enkelt hitta alla talens
delare. Denna metod for att hitta storsta gemensamma delare ar dock valdigt opraktisk
for stora tal som kan ha vildigt manga delare. Som tur dr finns det en metod som
bygger pa divisionsalgoritmen och som kan anvindas fér att bestimma SGD(a,b) for
vilka heltal a,b som helst utan att faktiskt behova understka deras delare. Denna metod
kallas for Fuklides algoritm. Vi beskriver den forst abstrakt och ger sedan ett exempel.

Lat a > b vara tva heltal. Vi kan da skriva a = ¢1b + 1 déar r1 < b. Vi vet nu fran
sats 3.8 att en gemensam delare till @ och b dérfér ocksa maste dela r{. Dessutom, om
ett tal delar bade 71 och b sa maste det dven dela a enligt sats 3.6. Det foljer dérfor att
SGD(a,b) = SGD(b,71). Vi kan nu utnyttja samma trick igen och skriver b = garq + 72
dér ro < r1. Om vi fortsidtter anvdnda samma resonemang kommer vi fram till formeln
Tho1 = Qrs+1Tk + Tie1. Eftersom vi hela tiden har rp.q; < rp < rp_1 < --- < b maste denna
procedur nagon gang ta slut. Vi nar en punkt da r,.1 = 0, d.v.s. vi kommer till en
division som gar jaimnt ut och har da r,_1 = ¢u+17, och ddrmed ocksa SGD(ry-1,7y) =
rn. Vi kan nu backa hela végen tillbaks till SGD(a,b) genom att anvinda oss av att
Ty = SGD(rp-1,7) = SGD(rp-2,7p-1) = -+ = SGD(r2,71) = SGD(r1,b) = SGD(a,b). Vi
har saledes bestdmt SGD(a,b).

Exempel 3.11. Vi vill bestimma SGD(4864,752). Vi borjar déirfér med att skriva
4864 = ¢; - 752 + r; genom att anvédnda oss av divisionsalgoritmen. Vi finner att 4864 =
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6-752+352. Vi fortsétter nu med att skriva 752 = ¢2-352+19. Vi far foljande uppstéllning:

4864 = 6- 752 + 352
752 =2-352+48
352=7-48 +16

48=3-16

Hér gick divisionen jamnt ut. Den sista nollsklida resten &r 16 vilket da betyder att

SGD(4864,752) = 16. Vi kan nu anvénda detta for att férenkla kvoten 478%. Genom att

anvianda uppstéillngen av Euklides algoritm bakldnges kan vi bryta ut 16 ur bade 752
och 4864. Det ser da ut pa foljande vis:

48=3-16

352=7-48+16
=7-3-16+16
=22-16

752 =2-352+48
=2.22-16+3-16
=47-16

4864 = 6- 752 + 352
=6-47-16+22-16
=304-16

Vi kan darfor skriva
752 47-16 47
4864~ 304-16 304

och eftersom vi nu har brytit ut den storsta gemensamma delaren vet vi ocksa att braket
inte kan forenklas lingre dn s& hér.

3.3 Primtal

Vi har redan ndmnt att +1 ér delare till varje heltal a. Aven +a &r delare till a for varje
heltal a. Dessa delare kallas déarfor triviala delare. Alla andra delare kallas dkta delare.
Vi har sett ett par exempel pa dkta delare, till exempel sag vi i férra avsnittet att 16 Ar
en dkta delare till bade 4864 och 752. Det finns &ven heltal som saknar dkta delare. Ett
exempel ar talet 3. Sadana tal har ett speciellt namn.

Definition 3.12. Heltal a > 2 som saknar dkta delare kallas primtal.

Nagra av de forsta primtalen ar 2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,31,37. Vi ser att vissa
primtal dyker upp i par i meningen att bade p och p + 2 ar primtal. Till exempel ser vi
detta med 5,7, 11,13 och 29,31. Sddana par av primtal kallas primtalstvillingar. Det &r
fortfarande en 6ppen fraga huruvida det finns odndligt manga primtalstvillingar eller ej.
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Varat mal detta avsnitt kommer vara att bevisa aritmetikens fundamentalsats som
sager att varje heltal a > 2 kan skrivas som en produkt av primtal och att denna produkt
dr unik om man bortser fran faktorernas ordning. For att gora detta kommer vi forst
att bevisa ett antal lemman. Ett lemma &r en mindre sats vars som framst anvéinds for
att bevisa en storre sats. Vi borjar med ett lemma vars bevis anvénder sig av Euklides
algoritm.

Lemma 3.13. For alla heltal a,b finns heltal x,y sadana att SGD(a,b) = xa + yb.

Bevis. Vi borjar med att anvinda Euklides algoritm for att hitta SGD(a, b). For att gora
det mer 6verskadligt antar vi att r3 dr den sista nollskilda resten sa att SGD(a,b) = r3.
Vi far da foljande uppstéllning;:

a=qb+nr
b=qori +m2
T1=4q3Tr2 + 73

T2 = Q473
Genom att sedan ga igenom denna uppstillning nerifran och upp kan da skriva

T3 =T1—437T2
=71 -q3(b-qar1)
=a-qb-q3b+q3qz(a—-qb)
= (1+g3q2)a+ (-q1 — 43— 93q2q1)b
=xa+yb

dér x = 1+¢3q2 och y = —q1 — q3 — q3g2¢q1. Pa samma sétt kan man luckra upp sambanden
om Euklides algoritm tar slut vid nagot annat . O

Exempel 3.14. Vi vet sedan tidigare att SGD(4864,752) = 16 och att vi med Euklides
algoritm far uppstéllningen

4864 =6- 752 + 352
752 =2-352+48
352=7-48 +16

Vi kan da skriva

16 =352 - 7-48
=352 - 7(752 - 2- 352)
=15-352 - 7- 752
= 15(4864 — 6 - 752) — 7 - 752
=15 4864 — 97 - 752
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Lemma 3.15. Lat a,b vara heltal och lat p vara ett primtal som delar ab. Da gdller att
pla eller att p|b.

Bevis. Vi vet att pla eller p f a. Om p|a &r vi klara. Antag darfor att p f a. Vi
vill visa att det da maste gilla att p|b. Eftersom p dr ett primtal maste vi ha att
SGD(p,a) = 1. Enligt foregaende lemma finns det da heltal z,y som uppfyller att 1 =
xp + ya. Multiplicerar vi med b far vi da b = zpb + yab. Eftersom p|zpb och p|ab far vi
da enligt sats 3.6 att p|(zpb+yab). Men xpb+ yab = b sa vi har att p|b. O

Vi kan omedelbart generalisera detta lemma till storre produkter av heltal.

Lemma 3.16. Lat aq,as,...,ay, vara heltal och lat p vara ett primtal som delar produkten
a1az...an. Da finns ett k sadant att 1 <k <n och p|ay.

Bevis. Genom att sétta a = a; och b = asas...a, siger varat féregaende lemma oss att
p|ay eller plagas...a,. Om p|a; &r vi klara. Om p f aq vet vi dirfor att p|agas...ay,.
Vi kan nu anvéinda féregaende lemma igen for att se att p|ag eller p|agay. .. a,. Genom
att fortsétta pa detta vis hittar vi forr eller senare ett tal a; som delas av p: i vérsta fall
far vi halla pa tills vi ser att p|a,—1 eller p|a, men da &r vi ocksa klara. O

Det hér lemmat séiger oss att om ett primtal delar en produkt av heltal sa maste det
ocksa dela nagot av heltalen i sig.

Vi behover nu ett sista lemma innan vi dr redo att ge oss pa beviset for aritmetikens
fundamentalsats.

Lemma 3.17. Om a > 2 inte dr ett primtal sa dr den minsta positiva dkta delaren till
a ett primtal.

Bevis. Om a inte ar ett primtal maste det ha #kta delare och darfér ocksa en mins-
ta dkta delare. Kalla denna minsta dkta delare fér b. Idén &r nu att utfora dnnu ett
motséigelsebevis. Antag darfor att b inte dr ett primtal. Isafall maste b ocksa ha en #kta
delare c¢. Vi kan da skriva b = ed och a = be = ede. Men da ser vi ju att c¢|a och eftersom
¢ ar en dkta delare till b maste vi dessutom ha att 1 < ¢ < b. ¢ ar alltsa en #kta delare
till @ som &r mindre &n b, men b var den minsta dkta delaren. Har har vi motségelsen vi
behovde och som visar att b maste vara ett primtal. O

Vi &r nu redo att formulera och bevisa aritmetikens fundamentalsats, som i ndgon
mening ar héjdpunkten pa forsta delen och en vildigt viktig sats i allménhet.

Sats 3.18 (Aritmetikens fundamentalsats). Varje heltal a > 2 kan skrivas som en produkt
av primtal pa ett sdtt som dr unikt om man bortser fran faktorernas ordning.

Bevis. Lat a > 2 vara ett heltal. Vi har nu tva saker att visa: att a kan skrivas som en
produkt av primtal och att detta bara kan goras pa ett séitt bortsett fran ordningen pa
faktorerna. Vi borjar med att visa att det kan skrivas som en produkt av primtal pa
nagot sétt.
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Om a &r ett primtal &r vi fardiga. Om a inte dr ett primtal vet vi fran lemma 3.17
att det finns ett primtal p; sadant att a = pya; dir a1 < a. Om nu aq ar ett primtal &ar vi
fardiga. Annars anvinder vi lemma 3.17 en gang till pa a; och far da ett primtal ps som
uppfyller a1 = poas dir as <1 och dérfor far vi ocksa a = p1paas. Om nu as inte heller
ar ett primtal fortsitter vi. Vi far da en samling primtal p1,ps,...,p, som uppfyller att
a = P1p2 . ..Pnay dir a, < ap_1 < -+- < a9 < a1 < a. Eftersom talen a; hela tiden minskar
maste denna process ta slut vid nagot tillfalle och d& har vi skrivit a som en produkt av
primtal. Detta bevisar forsta halvan av satsen.

Antag nu att vi kan skriva a som en produkt av primtal pa tva olika sitt, a =
PID2 - -Pm = q1G2 - - - Gn- Vi kan ocksa anta att m < n eftersom det alltid maste gilla att
m < n eller n < m och om n < m byter vi bara plats pa bokstédverna sa far vi vad vi
vill ha. Eftersom pj |a har vi ocksa att py|q, for nagot k. Eftersom vi inte bryr oss om
ordningen kan vi lika gérna anta att k =1 sa att p;|g1. Men p; och ¢ &r primtal sa de
maste vara samma tal, p; = ¢;. Vi gor sedan pa samma sitt med pops ... 0m = ¢2q3 .. . ¢n.
Vi kan fortsdtta tills vi far slut pa p. Om m < n far vi da 1 = ¢p41 ... ¢ vilket &r en
motsdgelse. Vi maste dérfor ha m = n, vilket avslutar beviset. O

3.4 Diofantiska ekvationer

Vi ska nu titta ndrmare pa en typ av ekvationer som kallas Diofantiska ekvationer. En
Diofantisk ekvation &r en ekvation pa formen

axr +by=c

dér a,b,c € Z. Nér vi 16ser en Diofantisk ekvation letar vi efter x,y € Z som uppfyller
ekvationen. Vara tidigare resultat om delbarhet ger oss genast foljande sats.

Sats 3.19. Om SGD(a,b) / ¢ har den Diofantiska ekvationen ax+by = ¢ inga lésningar.

Beuvis. Eftersom SGD(a,b) delar bade a och b vet vi fran sats 3.6 att SGD(a,b) |ax + by
for alla heltal x,y. Sa om ekvationen ax +by = ¢ har en 16sning x, y maste dven SGD(a,b)
dela ¢. Men detta dr precis kontrapositionen av det vi ville visa, sa vi ar klara. ]

Vi har nu visat att om den Diofantiska ekvationen ax +by = ¢ har en 16sning sa maste
SGD(a,b) dela c. Det dr nu naturligt att stélla sig féljande fraga: Om SGD(a,b) delar
¢ finns det da en 16sning till den Diofantiska ekvationen ax + by = ¢? For att svara pa
denna fraga gor vi forst iakttagelsen att om SGD(a,b)|c kan vi forkorta bada leden
i den Diofantiska ekvationen och fa en ekvivalent Diofantisk ekvation az + by = ¢ dér
SGD(a,b) = 1. Vi kan dérfor utan inskrinkning anta att SGD(a,b) = 1 fran bérjan.

Innan vi ger oss i kast med den allmédnna Diofantiska ekvationen tittar vi férst pa
specialfallet da ¢ = 1, d.v.s. ekvationen ax+by = 1 dir SGD(a,b) = 1. Vi kan da skriva om
ekvationen som az + by = SGD(a,b) och vi vet nu fran lemma 3.13 att denna ekvation
har en 16sning (g, y0) dédr xg och yo ér heltal. Vi har ocksa sett att vi kan bestdmma
en sadan 16sning genom att anvéinda oss av Euklides algoritm ”baklénges”.
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Vi gor nu observationen att om vi i ax + by sétter in véarden x = —bn och y = an
dar far vi ax + by = —abn + abn = 0 for alla n € Z. Om nu (zg,yo) loser den Diofantiska
ekvationen ax + by = 1 har vi da for x = g — bn och y = yg + an att

az + by = a(xg—bn) +b(yo + an)

= axg — abn + byp + abn

axg + byg
=1

sa dven (xg—bn,yp +an) ar en 16sning for varje n € Z. Fragan blir da om det kan finnas
fler 16sningar. Vi noterar att om (xg,yo) dr en losning sa maste varje annan losning ha
formen (xg +u,yo +v) dér u,v dr nagra heltal. Om vi sétter in detta i ekvationen far vi

ax + by = axg + au + byg + bv
=1+au+bv
=1
< au+bv=0

PN au = -bv

Eftersom a|au maste vi ocksa ha att a|-bv < a|bv. Dessutom vet vet vi att
SGD(a,b) =1 sa a maste dela v och pa motsvarande vis ser vi att b maste dela u. Vi kan
alltsa skriva v = an och u = bk for nagra n, k € Z. Vi far da att au = abk = —abn < k=-n
och darfor maste losningen ha formen x = xg+u = x¢g—bn och y = yg+v = yo+an, men det-
ta &r precis de losningar vi redan hittat. Vi har ddrmed visat att den allmédnna 16sningen
till den Diofantiska ekvationen ax + by = 1 med SGD(a,b) = 1 ges av alla tal pa formen
x =x9—bn och y = yo+an dér n &r ett heltal och (zg,yo) dr nagon 16sning till ekvationen.

Sa vad hénder da om hogerledet inte &dr 1 utan vi istéllet har ekvationen ax + by =
¢ dar SGD(a,b) = 1?7 Vi kan fortfarande hitta heltal zq,yo som uppfyller ekvationen
axg + by = 1. Om vi multiplicerar bada leden av den senare ekvationen med c far vi da

¢ =c(azxg + byy)

= acxg + beyo

sa vi ser att (cxg, cyo) dr en 16sning. Den allménna 16sningen ges da av alla tal pa formen
T = cxg—bn och y = cyp + an. Vi sammanfattar detta i foljande sats.

Sats 3.20. Den Diofantiska ekvationen
ar+by=c
dir SGD(a,b) =1 har den allmdnna lésningen
r=cxro—bn, y=cyo+an,

dir n dr ett godtyckligt heltal och (xg,yo) ldser ekvationen ax + by = 1.
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For att gora det hela mer konkret och skapa en allmén 16sningsmetod gar vi igenom
ett exempel.

Exempel 3.21. Los den Diofantiska ekvationen 10x — 14y = 4.

Lésning. Vi borjar med att kolla att SGD(10,14) delar 4. Vi kan se, t.ex. genom prim-
talsfaktorisering, att SGD(10,14) = 2 och 2|4 sa ekvationen har en 16sning. Vi férkortar
nu bada led med 2 och far 5z — 7y = 2. Vi borjar nu med att 16sa hjilpekvationen
5x — 7y = 1. Vi stéller forst upp Euklides algoritm.

7=5+2
5=2-2+1
2=2-1

Vi gar nu igenom denna baklidnges for att skriva 1 som en kombination av 7 och 5.

1=5-2-2
=5-2(7-5)
=3.5-2.7

Harifran ser vi alltsa att « = 3 och y = 2 l6ser ekvationen 5x — 7y = 1. Den allménna
16sningen ges dérfor av alla tal z,y pa formen x = 2-3 + 7n och y = 2-2 + 5n eftersom
a =5 och b=-71 den férkortade ekvationen. O

3.5 Talbaser och positionssystemet

Hittills har vi understkt de hela talens allménna egenskaper. Innan vi ldmnar heltalen
ska vi nu dndra spar och titta ndrmare pa hur vi representerar de hela talen i skrift och
hur man kan representera dem pa andra sitt.

Vad menar vi egentligen nér vi skriver ut ett heltal, till exempel 57327 Vad man
menar dr 5-10% + 7-10% + 310! + 2-10°. Man talar om entalssiffror, tiotalssiffror,
hundratalssiffror, o.s.v. Vi har valt att skriva tal som en summa av potenser av 10 med
koefficienter mellan 0 och 9. Varje tal kan skrivas pa detta vis, ndgot man kan visa
med hjélp av divisionsalgoritmen. Vi séger att vi representerar talen i bas 10 eller i det
decimala talsystemet. Men just siffran 10 har ingen speciell matematisk signifikans utan
man kan lika gérna vilja nagot annat heltal B > 2. P4 samma sétt kan man da visa att
varje heltal x kan skrivas pa formen

z=aoB’+a1B' +ayB? + -+ + a, B"

dér varje ay uppfyller 0 < ay < B. Vi kan da skriva talet z som x = (apan-1 - ..a2a1a9)B.
Vi kallar detta for x:s representation i basen B.

Exempel 3.22. Vi vill skriva talet 1990 = (1990)10 i bas 7. Vi tittar da forst pa alla
potenser av 7, som &r 1,7,49,343,2401. Eftersom 2401 > 1990 kan inte nagon 4-potens
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av 7 forekomma i talets representation i bas 7. Vi anvénder nu divisions algoritmen for
att bestdmma koefficienten for 343 = 73. Vi ser da att 1990 = 5 - 343 + 275. Koefficienten
framfor 73 #r alltsa 5. Vi fortsitter nu pa samma sétt med resten 275 och ser da att

275=5-49+30
30=4-7+2
2=2-1

Vi far da att (1990)10 = (5542)7.

Tva talbaser som anvénds flitigt inom datavetenskap &r baserna 2 och 16 som kallas
det bindra talsystemet och det hexadecimala talsystemet. Notera att for det hexadecimala
talsystemet stoter man pa problemet att vara vanliga siffror tar slut. Darfor tar man
ofta till bokstdverna A, B,C, D, E, F' for att representera 10,11,12,13,14,15.

4 Induktion och andra bevismetoder

4.1 Motsigelsebevis och kontraposition

Motségelsebevis dr en sa pass vanlig bevisform att det kan vara vért att studera den lite
ndrmare. Vi kommer gora detta genom att bevisa nagra resultat som vanligtvis bevisas
med motségelsebevis och som en utmérkt ursékt att bevisa nagra viktiga resultat som
inte riktigt passar in nagon annanstans. Vi borjar med ett véldigt klassiskt resultat, ként
sedan Euklides.

Sats 4.1. Det finns odndligt manga primtal.

Beuvis. Eftersom vi ska utfora ett motégelsebevis borjar vi med att anta motsatsen till
det vi vill bevisa. Vi antar dérfor att det bara finns dndligt manga primtal. Malet &r
nu att visa att detta antagande leder till en motséigelse. Eftersom det bara finns dndligt
manga primtal kan vi skriva dem som p1,pa,...,p,. Vi bildar nu talet a = p1pa...pn + 1.
Eftersom a # p,, for alla m kan inte a vara ett primtal. Darfér maste det vara delbart
med nagot av dem. Men om vi utfér en division av a med nagot primtal far vi rest 1.
Hér har vi alltsa hittat en motségelse och beviset ar da fardigt. O

Observera att talet pips...p, + 1 1 sig inte behover vara ett primtal. Till exempel
galler att 2-3-5-7-11-13+1 = 30031 = 59-509, primtalsfaktorerna &r storre &n de primtal
som anvéandes for att bilda talet.

Infor néista sats paminner vi oss om att ett irrationellt tal x ar ett reellt tal som inte
ar ett rationellt tal, d.v.s. det kan inte skrivas pa formen x =  for nagra heltal a, b.

Sats 4.2. \/2 dr ett irrationellt tal.

Bewvis. Vi antar motsatsen, att \/2 r ett rationellt tal. DéQkan vi hitta heltal a,b sadana
att SGD(a,b) =1, b>0 och /2 = ¢. Dérfor far vi att 2= % <> 2b% = a®. I synnerhet ser
vi att a? dr ett jamnt tal och dirfor méaste dven a vara ett jimnt tal. Vi kan alltsa skriva
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a = 2c for nagot heltal c. Da ser vi att a® = (2¢)? = 4c? = 2% =42 < b =2c2 sa
dven b maste vara ett jimnt tal. Men om bade a och b &r jimna tal sa dr 2 en gemensam
delare vilket betyder att SGD(a,b) # 1. Hér har vi motségelsen. O

Sats 4.3. /2 dr ett irrationellt tal.

Bevis. Vi kan gora som i forra beviset. Antag motsatsen, att v/2 = 7 med SGD(a,b) = 1
och b>0. Viser da att 2 = ‘;—; < 203 = a3. Pa precis samma sétt som i foregaende bevis
kan vi da inse att bade a och b maste vara jimna tal, vilket motséger att SGD(a,b) = 1.

Vi kan ocksa skriva 203 = b3 + b3 = a3. Detta &r ocksa en motsigelse enligt Fermat’s

stora sats. O

Vi gor ett till bevis av liknande karaktér.
Sats 4.4. Talet logy(3) dr irrationellt.

Bevis. Precis som tidigare borjar vi med att anta att vi kan skriva logy(3) = § dér a,b
ar heltal, SGD(a,b) =1 och b > 0. Vi har da foljande:

3= 21032(3)
= 2% —
3b =29,

Om a > 0 dr detta omdjligt eftersom talen 3° och 2% saknar gemensamma delare och
dérfor inte kan vara samma tal. Om istiillet @ < 0 har vi 2% < 1 medans 3° > 3 vilket
ocksa gor att de omdgjligt kan vara samma tal. Vi ser alltsa att oavsett a,b far vi en
motségelse. O

Om en sats man vill bevisa &r formulerad som en implikation och denna visar sig
vara svar att bevisa kan det ocksa vara vért att istéllet forsoka bevisa kontrapositionen
av pastaendet. Eftersom en implikation och dess kontraposition ar ekvivilenta utsagor
har vi darfor ocksa bevisat den ursprungliga satsen. I beviset av sats 4.2 anvénde vi oss
2 4r jamnt s& #r dven a jimnt. Detta kan bevisas direkt men det dr mojligen
dnnu enklare att bevisa det genom att bevisa dess kontraposition: om a inte dr jamnt sa
ar a? inte jamnt. Vi formulerar pastaendet och ger bada bevisen for jamforelse.

av att om a

Sats 4.5. Ldt a vara ett heltal. Om a® dr ett jamnt tal sd dr dven a ett jaimnt tal.

Bewis 1. Vi borjar med att bevisa satsen direkt. Om a? dr ett jimnt tal har det en prim-
talsfaktorisering a? = pips ... p, dir nagot av p; = 2. Vidare har a en primtalsfaktorise-
ring @ = qiq1 ... ¢m. Vi maste déirfor ha att a® = pipa...pp = (Q1q2 .- @) (q1Q2 - - - Gm) =
Q1019292 - - - GmGm. Vi ser da att om 2 férekommer i primtalsfaktoriseringen av a? maste
det dven forekomma i primtalsfaktoriseringen av a och déarfor ar &ven a ett jamnt tal. [

Bevis 2. Vi bevisar nu istéllet satsen kontraposition, d.v.s. om a inte ar ett jimnt tal sa
ar a? inte heller ett jamnt tal. Ett heltal som inte #r jimnt maste vara udda sa vi kan
skriva a = 2n +1 for nagot heltal n. DA far vi a® = (2n+1)? = 4n? +4n+1=2(2n%+2n) +1
sa a? #r ocksa udda. O

23



Vi gor ett till bevis med hjélp av kontraposition.
Sats 4.6. Lt ,y vara positiva reella tal. Om xzy > C sa giller att x > \/C eller y > /C.

Bevis. Utsagan i satsen skrivs formellt som Vz,y e R, z,y>0:2y>C = z>/Cvy>
V/C'. Dess kontraposition &r dirfor Va,y € R, z,y > 0: (z < VC) A (y <VC) = ay < C.
Vi later diirfor z,y € R uppfylla att 0 < z < /C och 0 < y < \/C. Det foljer da att
zy </ Cy </ CVC =C. O

4.2 Summor

Vi ska nu infora ett smidigt sétt att skriva summor och sedan utforska nagra egenskaper
som sérskilda summor.
Lat zg,x1,...,z, vara n + 1 stycken (komplexa) tal. Vi betecknar da deras summa

med
n

zibk =T1+x2+:-+Tp.

k=0
Vi lidser detta som "summan av zp da k gar fran 1 till n”. Bokstaven k anvédnds hir
for att numrera termerna i summan och kallas fér summationsindex. Summationsindexet
anvénds enbart i summan och har ingen mening utanfér den och precis som med variabler
kan man anvinda sig av vilken ledig symbol som helst. Symbolen . &r en variant av den
grekiska bokstaven for stora sigma och motsvarar pa sa vis den latinska bokstaven S.

Nagra konkreta exempel dr

kE=0+1+2+3+4+5

e
—

o,
g
le"‘

Il
el
+
] =
+
O | =
+
>

(@)

1+1+1+1+1+1

e

~
1
w

En summa kan ocksa vara tom, som i fallet 33_- 2, och man brukar di ge den
vardet 0. Notera att nagra riakneregler for summor foljer automatiskt. Till exempel har
vi foljande

k=0 k=0 k=0
n n

Z CTL =C Z Tk

k=0 k=0

for varje konstant c.
Om varje term i en summa har formen z = ak + b dér a,b &r tva fixa tal kallar man

suminan
n

imk:Zaker
k=0

k=0
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for en aritmetisk summa. Det som &ar speciellt for en aritmetisk summa ar att differensen
mellan tva pa varandra foljande termer x,xp.1 alltid &r samma, nédmligen
Tpy1—xp=alk+1)+b—ak-b
=aq.

Det finns ocksa en formel for att enkelt berdkna vardet av en aritmetisk summa. For
att hitta denna formel fixerar vi a,b,n € Z och betraktar summan

Z Tk = Z ak +b.
k=0 k=0

Vi observerar ocksa att vi lika gérna kan summera i omvand ordning, d.v.s.

Med detta kan vi nu skriva

For att komma ldngre behover vi alltsd undersoka termerna x, + x,,_;. Eftersom vi vet
att varje term x; = ak + b kan vi skriva
Tp+ Ty =ak+b+a(n—k)+b
=an+2b
=z, +b
= Ty + 0.

Varje term har alltsa ett konstant virde. Tillsammans med vad vi har sedan tidigare
kan vi nu skriva

ixk _ (n+1)(2arn+x0)‘

k=0
Sats 4.7. Virdet av en aritmetisk summa ges av

&~ (nt D) (n +20)
kzoxk— 9 .

Exempel 4.8. Betrakta summan z}ﬁ% k. Vi kan se att detta dr en aritmetisk summa
med a =1 och b=0. Vi har ocksa att g = 0 och x199 = 100. Enligt formeln far vi da att
100
101 - 100
k= ——

k=0 2
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En annan speciell typ av summa ar den geometriska summan dir tva pa varandra
foljande termer har en konstant kvot (istéllet for differens som for aritmetiska summor).
Allmént ser termerna i en geometrisk summa ut som zj, = ar® dér a,r fr tva tal. Vi ser

da att

Tper  artt

= =7
T ark

Aven for geometriska summor kan man hitta en enkel formel fér summans virde. For
att hitta denna formel borjar vi med en geometrisk summa

n
Z CLT'k.
k=0

Om vi multiplicerar denna summa med r far vi

n n
r Z ar® = Z ar®+!
k=0 k=0
n+1
=> ar®
k=1

Vi ser att denna summa innehaller nidstan samma termer som den ursprungliga summan,
fast alla har en grad hogre. Om vi da tar differensen av de bada summorna far vi darfor
manga cancellationer, alla termerna utom ar® for k = 0 och k = n + 1 finns ju i bada
summorna och tar dérfor ut varandra och bara a — ar™*! blir kvar:

n n n+1
(1-r) Zark: Zark— Z ar®
k=0 k=0 k=1
=a-ar"t!
=a(l-7r"").

Om r # 1 kan vi da dividera bada sidorna med 1 —r och far du en formel for den
geometriska summan. Om r = 1 ser vi att varje term i den geometriska summan blir
ap = a-1% = a sa i detta fall blir viirdet helt enkelt (n + 1)a. Vi sammanfattar detta i en
till sats.

Sats 4.9. Den geometriska summan xj, = ar® dd k gar fran 0 till n har virdet

1-— n+1
N a— omr #1,
Y ar’ = 1-r
k=0 (n+l)a omr=1.

Exempel 4.10. Den geometriska summan

n
%7

k
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har a=1och r = % Darfor har den vardet

1-— (%)n-ﬂ
T

—_

4.3 Produkter

Precis som det finns ett smidigt skrivsétt for summor finns det ocksa ett smidigt skrivsétt

for produkter. Lat xg,x1, ..., %,. Vi skriver da
n
[Tax=20-21- T
k=0

Precis som med summor sa kan en produkt vara tom, som till exempel produkten
H,lﬂ:3 zk. | enlighet med att addera en tom summa &r som att addera 0 sa ger vi en tom
produkt virdet 1 sa att multiplicera med en tom produkt &r samma som att multiplicera
med 1, vi har inte foérdndrat nagot.

Vi kan ocksa forvandla en produkt [T;_,xy till en summa med hjélp av logaritmer:

log (ﬁ l’k) = i log(zy) -
k=0 k=0

4.4 Induktionsbevis

Vi ska borja med att understka ett annat sidtt att bevisa formeln fér en aritmetisk
summa. Om vi vet att formeln stimmer upp till nagot naturligt tal p, d.v.s. vi vet att

otk =(p+ 1)@ kan vi da siiga nagot om virdet for summan Zz:é x;? Om vi kan
gora detta dr vi klara, for da vet vi att om formeln stdmmer for nagot p sa stimmer den
ocksa for p+ 1. Men da maste den ocksa stdmma for p+ 2 och p+ 3, p+4, o.s.v. och vi
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kan dérfor dra slutsatsen att den maste gélla for alla naturliga tal. Vi provar:

p+l P
Z T = Z Tk + Tpe1 (bryt ut den sista termen
k=0 k=0
(D) a0)
2
~ (p+1)(pa+b+b)
- 2
_(p+1)(pa+2b)+(p+1)2a+2b
- 2
_(p+1)(p+2)a+(p+2)2b
- 2
_(p+2)((p+1)a+2b)
- 2
_ (p+2) (w1 + 70)
5 .

+ Tpel (anvéind formeln for p)

+a(p+1)+b (skriv ut alla ay)

Vi lyckades alltsa visa att om formeln géller fér p sa maste den dven gélla for p + 1. 1
vart alternativa bevis for virdet av en aritmetisk summa hade vi en utsaga P, for varje
naturligt tal n som sade att en aritmetisk summa har ett virde som ges av

n (n+1)(an+ap)
Tk = .
k=0 2

Vi visste att utsagan P, var sann for till exempel n = 0. Vi visade sedan att om utsagan
P, &r sann for nagot naturligt tal p sa &r dven P,,1 sann. Vi drog da slutsatsen att P,
ar sann for alla naturliga tal n. Detta kallas for induktionsprincipen:

Induktionsprincipen: Lat P, vara en utsaga om ett naturligt tal n. Lat foljande gélla:
1. Py &ar sann,
2. for varje naturligt tal p géller B, = Pp,.1.

Da &r P, sann for alla naturliga tal n.
Ett bevis som anvénder induktionsprincipen gar till pa foljande vis:

1. Visa ett basfall (B), d.v.s. att Py &r sann.

2. Antag att P, &r sann for nagot naturligt tal p. Detta kallas induktionsantagande

(IA).

3. Skriv om P,,; sa att induktionsantagandet kan anvéndas for att bevisa utsagan.
Detta kallas induktionssteg (IS).

4. Enligt induktionsprincipen dr da P, sann for alla naturliga tal n.
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Ett induktionsbevis jamfors ofta med ett oéndligt antal dominobrickor uppstéllda sa
att om nagon bricka vilter sa knuffar den till nésta bricka sa att den ocksa vilter, o.s.v.
Basfallet kan da ses som att man viélter den forsta brickan och far darfér varje annan
bricka att vilta forr eller senare.

Man behover inte ha Py som basfall men om man véljer nagot annat basfall P,, med
no > 0 har man bara bevisat P, for alla naturliga tal n > ng.

Exempel 4.12. Vi vill visa att formeln
g2 Lo o3 2
Y k*=—(2n° +3n° + n)
k=1 6
ar sann for alla naturliga tal n > 1.* Vi kan formulera detta pa foljande vis:
n 1
V%:ZH,H%z#%%&ﬂﬂ&.&¢>wm;ﬂm)
k=1

Vi gar nu igenom listan.
B: For n=1 har vi
1
VL= Kk
k=1
=1
1 3 2
HIL, :6(2-1 +3-17+1)
=1
sa vi ser att VL1 = HLq sa P ar sann.

IA: Antag att V'L, = HL, for nagot naturligt tal p > 2.

4Faktum dr att den dven #r sann for n = 0 eftersom summan da ar tom.
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IS:

p+1

VL= K

k=1
p

=y E+ (p+1)* (bryt ut sista termen)
k=1

_2p*+3p*+p
- 6
3 2
_2p°+9p°+13p+6
- 6
20p+ 13 +3(p+1)%+p+1
6
_2pP+6p*+6p+2+3p* +6p+3+p+1
- 6
3 2
_2p°+9p°+13p+6
- 6
Vi ser alltsa att VL,=HL, = VL, =HLp,.

+p2+2p+1 (anvénd IA)

HLp+1 =

Vi drar nu slutsatsen att V' L,, = HL, for alla naturliga tal n med hjélp av induktions-
principen.

Foregaende exempel visar pa en av styrkorna (och svagheterna) med induktionsbevis:
vi behover inte ha nagon aning om varifran formeln %(2713 +3n? +n) kommer for att
genomftra beviset.

Det finns ocksa en annan formulering av induktionsprincipen som kan vara anviandbar.

Starka induktionsprincipen: Lat P, vara en utsaga om ett naturligt tal n. Lat
foljande utsagor vara sanna:

1. Py &ar sann,
2. om P, dr sann for alla naturliga tal n <p sa ar ocksa P,1 sann.

Da &r P, sann for alla naturliga tal n.

Namnet syftar till det till synes starkare antagandet att P, ska vara sann for alla
n upp till och med p men den starka induktionsprincipen &r i sjilva verket ekvivalent
med den vanliga induktionsprincipen. Man far alltsa avgora vilken av formuleringarna
som ldmpar sig bast for vad man vill bevisa. Om man till exempel behdver anvinda
bade P,_1 och P, o for att bevisa P, kan det vara pa sin plats att anvinda den starka
induktionsprincipen. Da behovs i regel ocksa fler dn ett basfall: for att bevisa P» maste
vi forst bevisa bade P; och P.

Det kan dven ga fel i induktionsbevis. Eftersom det &r manga steg i ett induktions-
bevis finns ockséd manga tillfallen for misstag att smyga sig in i resonemanget. Om nagot
steg i ett induktionsbevis faller sa faller hela beviset. Har &r ett okdnt exempel pa ett
felaktigt induktionsbevis.
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Exempel 4.13. Vi ska bevisa att alla hus har samma férg.
B: Ett hus har automatiskt samma firg som sig sjilvt.
TA: Varje méngd av p hus bestar av endast en firg.

IS: Betrakta en méngd med p + 1 hus och numrerar dem med 1,2,3,...,p,p + 1.
Méngderna {1,2,3,...,p} och {2,3,4,...,p+ 1} bestar da vardera av p hus och
enligt induktionsantagandet bestar bada méngderna av hus av samma farg, t.ex.
alla hus i den forsta méngden dr blaa och alla hus i den andra méngden &r réda.
Eftersom méngderna ¢verlappar méaste firgerna pa husen i de tva mingderna dess-
utom vara samma farg. Déarfor har alla hus i den urspungliga méngden samma féirg.

Enligt induktionsprincipen kan vi déarfor dra slutsatsen att i varje méngd av godtyckligt
manga hus har alla hus samma firg. I synnerhet kan vi titta pa méngden av alla hus
och, eftersom denna méngd &r &ndlig, dra slutsatsen att alla hus har samma farg. Denna
utsaga dr uppenbarligen felaktig s& nagonstans finns ett fel i logiken. Kan du hitta det?®

Exempel 4.14. Vi vill visa att 3" > n? for varje naturligt tal n > 4. Lar darfor VL, = 3"
och HL,, =n>. Utsagan P, som vi vill bevisa &r da VL, > HL,.

B: Forn=4far vi VLy=3*=81 och HLy; =43 =64 s4 VLy> HLy.
IA: Antag att VL, > HL, for nagot naturligt tal p > 4.

IS: For p+1 har vi nu

V Ly =31
=3.3P
> 3p? (IA)
=P
> p® +3p? + 3p° (p>4)
>p® +3p® +9p (p>4)
>pP+3p° +3p+1 (p=4)
=(p+1)°
=HLyy

Enligt induktionsprincipen géller darfor att V L,, > H L,, for alla naturliga tal n > 4.

4.5 Rekursion

Rekursion r en metod for att definiera en foljd av objekt z,, dar objekt x,.1 definieras
i termer av objekten x,, T,-1,...,To. Vi maste dven bidra explicit med sa manga objekt

®Svar: De tva mingderna {1,...,p} och {2,...,p+ 1} Gverlappar inte for p = 1.
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som behovs for att starta rekursionen. Om till exempel varje objekt i f6ljden definieras
av de tva foregaende objekten behover vi forst definiera tva objekt explicit for att kunna
anvéinda rekursionen for att definiera ett tredje, ett fjarde, o.s.v. Enligt induktionsprin-
cipen leder detta till en vildefinierad odndlig foljd av objekt. Objekten i fraga kan vara
vad som helst. Vi ska titta ndrmare pa rekursivt definierade talfcljder, d.v.s. varje z,, ar
ett tal.

Exempel 4.15. Talfoljden 1,2,4,8, 16, ... kan beskrivas med x,, = 2" men den kan ocksa
definieras rekursivt genom

.%'():1,

Tpe1 = 22, TOor n > 0.

Man brukar séga att formeln x,, = 2" &r en sluten formel for den rekursivt definierade
talfoljden x,,.

Exempel 4.16. En vilkind talfoljd som ar definierad rekursivt dr Fibonaccitalen. De
definieras pa foljande vis:

Fy=0,
Fy = 17
Foi1=F,+F,.1 forn>1.
De 11 forsta Fibonaccitalen ges alltsa av 0,1,1,2,3,5,8,13, 21, 34.

Induktion kan ocksa anvindas for att bevisa egenskaper hos rekursiva talfoljder.

Exempel 4.17. Betrakta talfoljden zg = 2, x,41 = /6 + 2. Vi kan da bevisa att x, <3
for alla n.

B: Vi har zg =2 < 3.
IA: Antag att z), < 3 for nagot p e N.
IS: Vi har att
Tps1 =6 +1p
<V6+3
V9
3.

Induktionsprincipen sédger oss dérfor att x, < 3 for alla n € N.

32



5 Mer mingdliara

5.1 Funktioner

Vi lamnar nu heltalen for tillfillet och utforskar andra koncept. Vi kommer borja med
en informell definition av vad en funktion &r for att fa en bild av vad vi intuitivt ser som
en funktion innan vi gor en formell definition av vad en funktion &r.

For att informellt definiera vad en funktion &r behover vi forst tva méngder, X och
Y. En funktion f fran X till Y &r da en regel som till varje element x € X associerar exakt
ett element f(x) € Y. For att visa att f &r en funktion fran méngden X till méngden
Y anviinder vi skrivsittet f: X — Y. For enskilda element x € X skriver vi x » f(x).
Observera att tva olika pilar anvénds. Vi kallar méangden X for f:s definitionsmdingd
och betecknas ofta med D; medans méngden Y kallas for f:s mdlmdngd. Istéllet for att
titta pa vad f gor med enskilda element kan vi fér en delméngd C < X ocksa definiera
méngden

FCO)={f(z):zeC}cY.

Vi kallar denna méngd for bilden av C. Méngden f(X) kallas for f:s virdemdngd och
betecknas ofta med V. I allménhet behéver inte malméngden och virdeméngden for en
funktion vara samma.

Nér man arbetar med funktioner brukar man ofta ocksa prata om funktioners graf,
speciellt om man har en funktion f: R — R. I det fallet &r grafen alla punkter i ett
koordinatsystem som uppfyller ekvationen y = f(x). Punkter i ett koordinatsystem skrivs
som (z,y) dér x anger positionen pa ena axeln och y anger positionen pa den andra axeln.
Eftersom (z,y) # (y,z) i allménhet kallar man detta for ett ordnat par. Begreppet ordnat
par kan generaliseras till allminna méingder, ndmligen givet tva méingder X,Y kan vi
bilda méingden av alla ordnade par (x,y) didr z € X och y € Y. Vi betecknar denna
méngd med X xY och den kallas fér den Cartesiska produkten av X och Y. Vi har alltsa

XxY={(z,y)zeXnryeY}.

Till exempel kan vi betrakta miangden R x R som alltsa bestar av alla ordnade par av
reella tal. Denna mingd brukar kallas (det reella) talplanet och betecknas R2. Det &r
alltsa denna méangd man representerar niar man ritar upp ett koordinatsystem: man kan
tdnka sig den férsta méngden R som den horisontella axeln och den andra mingden R
som den vertikala axeln.

Det &r viktigt att skilja pa (x,y) och {x,y} eftersom vi i regel har (z,y) # (y,x) (om
inte = y) medans det alltid géller att {y,z} = {z,y}. Den Cartesiska produkten later
oss ocksa gora en formell definition av begreppet funktion.

Definition 5.1. Lat X och Y vara tva méngder. En funktion f: X — Y &r en delméngd
av den Cartesiska produkten X x Y med egenskapen att det for varje x € X finns ett
unikt y € Y sadant att (z,y) dr ett element i denna delméngd. Detta y betecknas med
f(z). Tva funktioner f och g betraktas som lika och vi skriver f = g om de har samma
definitionsméngder och samma malméngder och f(z) = g(x) for varje € Dy = Dy,

33



Med denna definition har vi alltsa identifierat en funktion med dess graf. I Gvrigt
anvinds samma terminologi som vi har anvint tidigare.

Ett vanligt sétt att ange funktioner dr att ge ange f(x) i termer av en ekvation som
har en unik 16sning for varje z, till exempel f(z) = 22 eller f(z) = e”.

Givet tva funktioner f: X - Y och ¢g: Y — Z kan man &ven skapa den sammansatta
funktionen go f: X - Z som ges av (go f)(z) = g(f(z)) Vz e X. Det ar viktigt att
malméngden for f sammanfaller med definitionsméngden for g for att vara séker pa att
sammanséittningen g o f dr definierad.

Vi ska nu definiera négra viktiga specialfall av funktioner som vi &ven kommer stéta
pa senare.

Definition 5.2. Lat f: X - Y.

1. Funktionen f kallas injektiv om x1 # xo = f(x1) # f(x2) for alla x1,29 € X. Vi
siger att f dr en injektion.

2. Funktionen f kallas surjektiv om Vy =Y. Vi séiger att f &r en surjektion.

3. Funktionen f kallas bijektiv om den &r bade injektiv och surjektiv. Vi séger att f
ar en bijektion.

Om en funktion &r injektiv, surjektiv eller bijektiv kan bero pa vad man véljer for
definitionsméngd och malméngd. Vi visar detta med ett exempel.

Exempel 5.3. Lat funktionen f: R - R ges av f(z) = 2%. Funktionen f ir inte injektiv
eftersom ekvationen y = 22 har lésningarna z = +,/y for y > 0 som dessutom &r olika for
y > 0. Vi kan alltsa hitta tva olika tal z; = /9,22 = —/y som uppfyller z; # 2 men
f(x1) = f(x2). Den ér heller inte surjektiv eftersom dess virdemingd ér alla ickenegativa
reella tal. Till exempel har vi att -1 € R men ~1¢ V; sa Vy #R.

Om vi dédremot begrédnsar funktionen f till méngden Ry, d.v.s. mingden av alla
ickenegativa reella tal, far vi en funktion f|g,,: Rso - R. Da dr f|g,, en injektiv funktion
eftersom ekvationen y = 22 nu bara har 16sningen z = VY i sin definitionsméngd. Den &r
dock fortfarande inte surjektiv.

Om vi dessutom @ndrar malméngden for f[gr,, kan vi skapa funktionen g: Ryg = Ry
som nu ar bade injektiv och surjektiv och ddrmed bijektiv eftersom den sedan tidigare var
injektiv och vi nu har &ndrat malméngden sa att den sammanfaller med virdeméangden.

Déremot ir det fortfarande sant att g(x) = flr.,(z) = f(z) = 2* for alla z € Ry fast
att g, flr.,, [ &r tre olika funktioner. Det dr alltsa inte bara formen pa ekvationen som
bestdmmer funktionen utan dven vilka definitions- och malméngder man anvinder.

Eftersom en bijektion f: X — Y &ven &r en surjektion kan vi for varje y € Y hitta
nagot z € X som loser ekvationen y = f(z). Eftersom det dessutom &r en injektion vet
vi att detta x dr unikt. Detta later oss da skapa en ny funktion

Ly ->x
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som till varje y € Y associerar just detta x. Denna funktion kallas for inversen av f.
Forhallandet mellan f och f~! kan beskrivas med

y=[f(2) = [y =z

Det foljer harifran att f~1(f(z)) = f~'(y) = = och att f(f'(y)) = f(x) = y sa att
funktionen f~lof: X — X associerar till varje z € X just z sjilvt. Samma sak giller for fo
%Y - Y. Funktionen id: X - X som ges av id(x) = z kallas for identitetsfunktionen.
Iblands skriver man dven idx for att markera vilken méngd identitetsfunktionen &r
definierad pa. Vi kan nu skriva f~' o f =idy och fo f~! =idy.

Exempel 5.4. Vi sag nyss att funktionen ¢: Ryg — Ryq &r bijektiv. Den har dirfoér en
invers som ges av g~ () = /.

Funktionen f:R — R, som ges av f(z) = € didr R, dr mingden av alla positiva
reella tal dr ocksa bijektiv. Dess invers ges av f~!(z) = In(z).
5.2 Relationer

Vi ska nu titta pa en enkel generalisering av funktioner. Vi bérjar med en definition.

Definition 5.5. En relation R mellan tva méngder X och Y &r en delméngd R <€ X xY.
Om (x,y) € R skriver vi Ry och séger da att "x star i relation R till ”. Om X =Y
sdger man att R dr en relation pa X.

Vi har helt enkelt slopat kravet pa att det for varje x € X finns ett unikt y € Y sadant
att zRy. Det betyder alltsa att det kan finnas flera yq,y2 € Y sadana att xRy, och xRyso.

Definitionen sjilv sédger oss kanske inte sa mycket om vad en relation &r eller hur
den beter sig. Vi kan direkt se att alla funktioner ocksa ar relationer men inte sa mycket
mer. Vi ska dirfor titta pa nagra exempel.

Exempel 5.6.
1. Varje funktion f: X — Y &r en relation mellan X och Y.
2. Utsagan a|b kan ses som en relation R pa Z dir aRb < alb.

3. For reella tal z,y kan utsagan x < y ses som en relation pa R dér x star i relation
till ¥ om och endast om z < y. Samma resonemang géller &ven for andra olikheter.

4. Vi kan definiera en relation R pa R? genom (x1,y1)R(22,y2) < o2 +yi =23 +13.
De tva punkterna (x1,y1) och (z2,y2) star alltsa i relation till varandra om de
ligger pa en och samma cirkel runt origo.

Tre speciella egenskaper som méanga viktiga relationer pa en méingd uppfyller har
fatt sarskilda namn.

Definition 5.7. Lat R vara en relation pa X.

1. R kallas reflexiv om xRz for alla x € X.
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2. R kallas symmetrisk om xRy = yRx for alla z,y € X.
3. R kallas transitiv om xRy AyRz = xRz for alla x,y,z € X.
Exempel 5.8.

1. Relationen x <y pa R &ar reflexiv och transitiv men inte symmetrisk. Till exempel
har vi att 1 < 2 men inte 2 < 1 sa den kan inte vara symmetrisk. Daremot géller
alltid « < = for alla reella tal x och om z <y och y < z fér npgra reella tal z,y, z
géller alltid x < z. Om vi istédllet betraktar relationen x < y sa &r den endast
transitiv.

2. Relationen a|b pa Z &r ocksa reflexiv och transitiv men inte symmetrisk. Den #r
reflexiv eftersom a|a for alla heltal a och transitiv eftersom om a|b och b|c sa
giiller att a|c men till exempel géiller 1|2 men 2 f 1 sa den dr inte symmetrisk.

3. Relationen (z1,y1)R(z2,y2) pa R? #r reflexiv, symmetrisk och transitiv. Den ir
reflexiv eftersom 22 +y? = 22 +y? #r sant for alla (21, y;) € R?, symmetrisk eftersom
att om vi har tva punkter (z1,y1) och (79,y2) sddana att 23 + y3 = 23 + y3 4r sant
s& dr dven x3 +y3 = a2 + y? sant, och transitiv eftersom om vi har tre punkter
(z1,41), (2,92), och (x3,y3) sddana att bade x% +y3 = ¥3+y3 och x5 +y3 = 3 +y3

.. o . .. 2 2 9 2
ar sanna sa dr dven x7y +yi = T3 + Y3 sann.

5.3 Ekvivalensrelationer

Ekvivalensrelationer &r en sérskild och mycket viktig klass av relationer pa en méangd.
Ekvivalensrelationer dyker upp i alla omraden av matematiken och anvénds bland annat
for att avgdra om tva objekt i nagon mening &r ”lika”.

Definition 5.9. En relation R pa méingden X kallas for en ekvivalensrelation om den
ar reflexiv, symmetrisk och transitiv.

Vi gar igenom nagra exempel.
Exempel 5.10.

1. Relationen = kan ses som en ekvivalensrelation pa en méngd. Den &r reflexiv ef-
tersom x = x oavsett x. Den &r symmetrisk eftersom om x = y s& maste vi d&ven ha
y = x. Slutligen, den &r transitiv eftersom om x =y och y =z sa har viz =y =z sa
T =2.

2. Lat X vara méngden av alla linjer i planet R? och 14t R vara relationen pa X som
ges av xRy om och endast om x och y dr parallella. Da &r R en ekvivalensrelation.

3. Relationen R pa R? som ges av (w1,y1)R(22,y2) < 27 +yi = 23+ 93 &r en
ekvivalensrelation.
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4. Lat M vara méngden av alla manniskor och 1at R vara relationen pa M som ges av
xRy om och endast om z och y ar fédda samma ar. Da dr R en ekvivalensrelation
pa M.

Lat nu R vara en ekvivalensrelation pa en méangd X och lat x € X. Vi kan da betrakta
méngden

[+] = {y € X: 2Ry}

som kallas for ekvivalensklassen av x. Ekvivalensklasserna har en speciell egenskap som
vi nu ska utforska och som kommer leda till en viktig sats.

Till att borja med vet vi att en ekvivalensrelation dr reflexiv och dérvid foljer att
x € [x] for varje x € X. Alltsa dr ingen ekvivalensklass tom och varje x € X &r ocksa ett
element i nagon ekvivalensklass.

Lat nu y € [z]. Vi kan sa klart ocksa betrakta [y]. Lat nu ocksa z € [z]. Vi vet da
att xRz. Eftersom R &r symmetrisk har vi &ven yRx och fran transitiviteten foljer att
yRz eftersom yRx och xRz. Sa z € [y]. Men eftersom z var vilket element som helst i
[x] foljer da att z € [y] Vze€[x]. Med andra ord, [z] € [y]. Pa grund av symmetrin kan
vi dven visa, pa samma sitt, att [y] ¢ [z]. Vi maste dirfor ha att [z] = [y].

Antag nu att vi har z,y € X som inte star i relation till varandra. Vi vill nu visa att
vi da maste ha [z] n[y] = @. Vi gor detta enklast genom att bevisa dess kontraposition,
att z € [z]n[y] = xRy. Eftersom z € [x] n[y] har vi Rz och yRz < zRy eftersom
R ar symmetrisk. Enligt transitivitet har vi da xRy sa kontrapositionen dr bevisad. I
sjélva verket har vi da [z] = [y] enligt ovan.

Vi sammanfattar detta i féljande mycket viktiga sats.

Sats 5.11. Lat R vara en ekvivalensrelation pa en mdngd X . Da dr ekvivalensklasserna
for R parvis disjunkta och deras union dr hela X.

Vi géar nu tillbaks till vara tidigare exempel och identifierar alla ekvivalensklasser.
Exempel 5.12.

1. Ekvivalensklasserna for relationen = bestar enbart av elementet sjélvt, d.v.s. [z] =

{a}.

2. Ekvivalensklasserna bestar i det hér fallet av alla linjer som &r parallella med
varandra, d.v.s. alla linjer med samma en och samma lutning.

3. Har bestar ekvivalensklasserna av alla punkter med ett och samma avstand fran
origo. Om (z,y) har avstandet r fran origo bestar alltsa ekvivalensklassen [(x,y)]
av cirkeln med radie r centrerad i origo. Ekvivalensklasserna delar saledes upp
planet R? i koncentriska cirklar.

4. Ekvivalensklasserna utgors av alla personer som &r fodda samma ar.
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5.4 Kongruenser

Vi ska nu titta &nnu ndrmare pa en speciell typ av ekvivalensrelationer. Dessa &r de sa
kallade kongruenserna.

Vi borjar med ett givet positivt heltal n. Vi definierar nu en ekvivalensrelation = pa
Z genom x =y < n|x-y. For att specificera att det dr heltalet n vi anvénder skriver
viz =y modn. Om z =y mod n kallar vi x och y kongruenta modulo n. Vi maste nu
visa att detta faktiskt &r en ekvivalensrelation.

Reflexivitet: Eftersom 0=0-n har viatt x-2=0=0-nsa njz-z < x=x modn
for alla x € Z.

Symmetri: Om x = y mod n finns det ett heltal k£ sa att x —y = kn. Vi har da att
y—-xr=—(x-y)=-kn=(-k)nsay=z modn.

Transitivitet: Lat x =y mod n och y =z mod n. Da finns det heltal k1, ks sddana att
x—1y =kin och y — z = kan. Genom att addera dessa far vi

(kl + kQ)TL = kln + an
=r-y+y-=z

=x -z
sa vi ser att £ = z mod n.

Eftersom relationen = ér reflexiv, symmetrisk och transitiv for alla heltal n &r de ekvi-
valensrelationer allihopa. Som exempel kan ndmnas att 20 =6 mod 7, 3 = -2 mod 5 och
2044515854 = 0 mod 2. De tva forsta exemplen dr ganska enkla att kontrollera fér hand
men det sista kan verka svarare. Om vi forsoker inser vi snart nagot, namligen z = 0
modn < n|z. Att £ =0 mod 2 betyder alltsa att talet x dr jaimnt, vilket vi direkt
kan se i det sista exemplet. Fran detta kan vi dra slutsatsen att ekvivalensklassen [0]
under relationen = utgdrs av alla heltal som &r delbara med n. Finns det ett liknande
sitt att karaktérisera de andra ekvivalensklasserna?

Lat x,n € Z vara givna. Vi kan da skriva x = kyn+ry dédr 0 <r <n. Vi kan da direkt se
att £ =r; mod n och att om y € Z har samma rest vid division med n, d.v.s. y = kon+1ry
har vi z —y = (k1 — k2)n sa z = y mod n. Om dédremot z € Z har en annan rest vid
division med n sa att z = kgn + ro dér ro # rq far vi istéllet © — 2 = (k1 — k3)n +r1 — ro
sa x # z mod n. Vi ser alltsa att ekvivalensklassen [z], som oftast skrivs T nér det
handlar om kongruenser, karaktériseras av vilken rest man far nir z divideras med n.
Ekvivalensklasserna T kallas darfor for restklasser modulo n. En restklass 7 bestar alltsa
av alla heltal pa formen r + kn dér 0 < r < n. Det finns siledes n stycken restklasser
modulo n, en for varje mojlig rest.

Det &r nu naturligt att fraga sig vad som hénder med restklasserna nidr man adderar
och multiplicerar ett tal i en viss restklass med ett tal fran en annan restklass. Det visar
sig att detta kan beskrivas helt och hallet i termer av restklasserna sjélva.

Sats 5.13. Lat n vara ett positivt heltal. Da gdller foljande.
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1. Omx=y modn och ceZ sa dr cx =cy mod n.

2. Om x1=y1 modn och xo =y modn sa dr xri+xe =y; +y2 mod n och
122 = Y12 mod n.

Beuvis.

1. Om z =y mod n sa finns ett k € Z sa att x—y = kn. Da géller att cx—cy = c(x-y) =
ckn sa cx = cy mod n.

2. Vi vet att det finns a,b € Z sadana att 21 — y; = an och x9 — y2 = bn. Genom att
addera dessa far vi nu

1 —y1+x2 - Y2 = (w1 +22) — (Y1 +Y2)
=an+bn
=(a+b)n

sa vi ser att x1 + x2 = y; + y2 mod n. Vi har dessutom att

T122 —Y1Y2 = T1T2 —T1Y2 + T1Y2 — Y1Y2
= x1(x2 —y2) + y2(x1 — Y1)
=x1bn + y2an

= (z1b+ y2a)n
och dérfor far vi att 129 = Y192 mod n.
O

Vi ger nu ett par exempel pa hur dessa rakneregler kan anvindas for att 16sa vissa
typer av uppgifter.

Exempel 5.14. Vi vill beréikna vilken rest vi far da 246! divideras med 9. For att gora
detta kan vi anvinda oss av att denna rest r uppfyller 246! = » mod 9. Vidare observerar
viatt 26 =64 =7-9+1sa att 26 =1 mod 9. Eftersom 461 = 76-6+5 och kan diirfor skriva

9461 _ 976645
_ 9766 95
=17.25 mod9
=25 mod 9
=5 mod9

déir den sista kongruensen foljer av att 25 =32=3-9+5.
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Exempel 5.15. Vi vill berikna entalssiffran da talet 3%° skrivs i bas 7. Eftersom en-
talssiffran ar precis den rest som uppstar da talet i fraga divideras med basen &r malet
alltsa att bestdmma denna rest. Vi anvinder oss av samma trick som i férra exemplet.
Vi har till exempel att 3% =27 =4-7—-1 sa vi ser att 32 = -1 mod 7. Vi kan da skriva

385 _ 384 3
= (3323
=(-1)*.3 mod 7
=3 mod 7.

Vi ser alltsa att entalssiffran ar 3.

5.5 Kardinalitet

Vi ska nu titta pa hur funktionsbegreppet kan anvéindas for att jamféra méngders ”stor-
lek”, d.v.s. hur manga element de har. Vi vill gbra det har for att hitta ett tydligt
matematiskt séitt att jamfora storlekarna pa méngder. For dndliga méngder fungerar
var intuition bra och konceptet vi ska anvinda oss av stammer 6verens med var intui-
tion men vi har ingen riktig intuition for odndliga méngder och da behdver vi en tydlig
matematisk definition att rétta oss efter. For att inte ta oss vatten éver huvudet borjar
vi med att titta pa en enkel méngd.

Lat X vara mingden X = {0,1,2,3,4} som har 5 stycken element och lat Y vara
nagon mingd. Vi ska titta pa vad en funktion f: X — Y kan siga oss om hur antalet
element i Y forhaller sig till antalet element i X. Lat y; = f(i) for ¢ =0,1,2,3,4, d.v.s.
elementet y; € Y dr virdet f(7).

Om f &r injektiv sd maste alla y; vara olika, alltsa maste Y innehalla minst 5 olika
element, yo,y1, Y2, Y3, y4. En injektion fran X till Y ger oss alltsa en undre begrédnsning
pa hur manga element som méngden Y kan innehalla.

Om f &r surjektiv sa maste yo, Y1, Y2, y3, Y4 ticka hela méngden Y men de behover
inte ldngre vara olika. Alltsa kan méngden Y innehalla hogst 5 stycken element. En
surjektion ger oss alltsd en &vre begransning pa hur manga element mingdem Y kan
innehalla.

Om f ar bijektiv maste den vara bade injektiv och surjektiv s& yo, y1, Y2, Y3, Y4 maste
alla vara olika och samtidigt técka hela méngden Y. Alltsa innehaller méngden Y precis
5 element. Det verkar som att en bijektion f: X — Y kan anvéndas for att sdga att X
och Y har lika manga element. Vi gor detta till en definition.

Definition 5.16. Tva méngder X och Y har samma kardinalitet om det finns en bijek-
tion f: X — Y. Vi betecknar detta med X =. Y. Vi skriver ocksa X <. Y om det finns
en delméngd Z €Y sadan att X =. Z och X <. Y om X <. Y och X #. Y.

Ovning 5.17. Visa att relationen =. har samma egenskaper som en ekvivalensrelation,
d.v.s. den #r reflexiv, symmetrisk och transitiv.

5Tips: Kom ihag att om f &ir en bijektion s& &r ocksa f~' en bijektion.
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Anmdrkning 5.18. Har géller det att vara forsiktig eftersom ekvivalensrelationer &r de-
finierade pa méngder. Kan vi hitta en méngd dér vi kan definiera =, som en ekviva-
lensrelation? Man skulle vilja definiera relationen pa méngden av alla méingder eller, i
detta fall, kanske méngden av alla dndliga méngder men man kan visa att dessa inte
kan vara méngder. De &r ”for stora”. Man kan komma runt detta problem t.ex. genom
att anvinda sig av sa kallad axiomatisk méngdlara till skillnad fran vad man kallar naiv
méngdlira som vi anvéander oss av. Vi kommer inte titta ndrmare pa detta problem hér.

Med denna definition visar det sig att vart resonemang om injektiva funktioner mot-
svarar det vi féorvantar oss.

Sats 5.19. Lat X och Y wvara tva mdingder. Da gdller att X <. Y om och endast om det
finns en injektion f: X =Y.

Bevis. Antag forst att X <. Y. Da finns det en delméngd Z € Y och en bijektion
f+ X - Z. Da &ar f ocksa en injektion fran X till Y. Omvént, antag att det finns en
injektion f: X - Y. Vi har f(X) cY och f ar en bijektion fran X till f(X) och dérfor
har vi X <. Y. ]

P

Ovning 5.20. Visa att Y <. X om och endast om det finns en surjektion fran X till Y.

Skrivsittet antyder att vi kan kombinera tva olikheter X <. Y och Y <. X och fa
ut X =, Y. Detta resultat kallas Schrider-Bernsteins sats och &r mer komplicerad att
bevisa &n man kan tro och ryms inte inom ramarna for den hér kursen utan passar béttre
i en kurs i méngdlara. Darfor aterger vi satsen men hoppar 6ver beviset. Den nyfikna
kan ocksa hitta bevis pa internet.

Sats 5.21 (Schroder-Bernsteins sats). Lat X och Y wvara mdngder sadana att X <. Y
ochY <. X. Da giller X =, Y.

Med var definition av kardinaliteten av en méangd kan vi ocksa ge en definition av
vad en dndlig mangd &r.

Definition 5.22. En méngd X kallas dndlig om det finns en bijektion fran X till
méngden {0,1,2,...,n} for nagot n e N.

Anmdrkning 5.23. Observera ocksa att denna definition kréver att vi redan har defini-
erat de naturliga talen. Det finns ocksa andra definitioner av dndliga méngder som inte
forutsiatter att vi har de naturliga talen och dr mer naturliga att anvinda om vi ska
anvinda méangdldran som en grund fér matematiken.

Vi kan nu bevisa en vilkdnd och anvindbar egenskap for dndliga méangder.

Sats 5.24 (Dirichlets ladprincip). Lat n > m vara naturliga tal och f:{0,...,n} -
{0,...,m} en funktion. Da kan f inte vara injektiv.

Dirichlets ladprincip sédger oss att om vi har n stycken objekt att stoppa i m stycken
lador och n > m s maste nagon lada innehalla minst tva objekt, vi kan inte gora detta
injektivt.
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Bevis. Lat f:{0,...,n} - {0,...,m} vara en funktion. Vi ska underséka om denna
funktion kan vara injektiv eller inte genom att undersoka virdena f(k) da k gar fran 0
till n. Vi kan anta att f(0) =0; Om f(0) = k£ # 0 kan vi ta sammanséttningen av f med
bijektionen som endast byter plats pa 0 och k. Denna sammanséittning uppfyller da att
0 avbildas pa 0 och den &r injektiv om och endast om f &r injektiv sa vi kan fortsétta
med denna sammanséattning istéllet.

Titta nu pa f(1). Om f(1) = 0 dr vi klara eftersom funktionen f inte &r injektiv.
Annars maste f(1) € {1,...,m} och vi kan, som tidigare, anta att f(1) = 1.

Vi fortsdtter med f(2). Om f(2) € {0,1} dr vi klara eftersom f inte dr injektiv.
Annars maste f(2) € {2,...,m} och vi kan lata f(2) = 2. Pa det hir siittet fortsitter vi
tills det tar stopp, d.v.s. vi hittar ett upprepat virde och kan dra slutsatsen att f inte ar

injektiv, eller tills vi nar f(m+1). Nu maste f(m+1) =k € {0,...,m} eftersom det inte
finns nagra andra element i {0,...,m} sa f(m+1) =k = f(k). Vi kan nu dra slutsatsen
att f inte kan vara injektiv. O

Observera att enligt Sats 5.19 séger Dirichlets ladprincip oss att om m < n sa géller
{0,...,m} <. {0,...,n}.

Ett korollarium av Dirichlets ladprincip ar foljande, som vi ska se dr en véildigt
speciell egenskap for dndliga méngder.

Sats 5.25. Lat X wvara en dndlig mingd och Y ¢ X en dkta delmdngd. Da gdller att
Y <. X.

Bevis. LatY c X vara en dkta delméngd. Lat f vara en bijektion fran X till {0,1,2,...,n}
sadan att f(Y) ={f(y):yeY}={0,...,m}. Eftersom Y &r en iikta delméingd maste da
n>m.DafarviY =.{0,...,m}<.{0,...,n} = X saY <. X. O

5.6 Oaéndliga mingder och uppriknelighet

En oédndlig méngd &r helt enkelt en méngd som inte &r dndlig, d.v.s. for vilken det inte
finns nagon bijektion till {0,1,2,...,n} for nagot n € N. Det &r inte lika naturligt for oss
att avgora om tva oéndliga méngder dr lika stora eller inte sa hiar kommer vara strikta
matematiska definitioner vil till pass. Vi kommer dérfor att anvinda oss av bijektioner
for att avgora om tva odndliga méngder dr lika stora eller inte.

Med detta kan vi se direkt att Sats 5.19 dven géller for odndliga méngder eftersom
dess bevis aldrig anvénder sig av att méngderna skulle vara dndliga. Samma bevis fun-
gerar alltsa utan modifikation &ven for odndliga méngder. Déremot anviander sig beviset
for Sats 5.25 av att méngden X &r dndlig sa vi kan inte dérifran avgéra om satsen géller
eller inte. Faktum &r att satsen inte géller for oédndliga méngder, nagot vi visar med ett
motexempel.

Exempel 5.26. Mingden 2Z = {2n: n € Z}, d.v.s. méngden av alla jimna heltal, 4r en
dkta delméngd av de hela talen. Vi definierar nu en funktion f: Z — 27Z genom att séitta
f(n) =2n. Da &r f bijektiv.

Injektiv Om nq + ng sa éar ocksa f(ny1) = 2n1 #ns = f(n2) sa f dr injektiv.
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Surjektiv Lat m vara ett jaimnt heltal. Da kan vi skriva m = 2n for nagot n € Z och far
da att m = f(n) sa f dr surjektiv.

Den enklaste oéndliga mangden &r kanske de naturliga talen N. Vi anvénder denna
for att gora en definition.

Definition 5.27. En méingd X kallas uppriknelig om X <. N. Om X dessutom é&r
oandlig kallas den &ven for upprdkneligt odndlig. En bijektion f: N — X kallas for en
upprikning av X.” Om N <, X kallas X for éveruppriknelig.

Anmdrkning 5.28. Upprékneliga méangder kallas ibland &ven for numrerbara och 6veruppriikneliga
méngder kallas ibland for onumrerbara. I samma anda kallas en upprikning ibland ocksa
for en numrering.

Sats 5.29. De hela talen Z dr en upprdaknelig mdangd.

Bevis. Vi konstruerar en bijektion f fran N till Z. Vi kan gora detta genom att sétta
f(0) =0, f(1) =1, f(2) =-1, f(3) =2, f(4) = -2, o.s.v. Konkret definierar vi f enligt

foljande:
-k om n =2k
f(n)_{k+1 omn=2k+1"

Vi vill nu visa att detta faktiskt &r en bijektion.

Injektiv: Lat ni # ny vara tva olika naturliga tal. Om det ena &r udda och det andra
jamnt kommer f(n1) och f(ng) ha olika tecken och dérfér vara olika. Antag att
bada &r jimna. Vi kan da skriva ny = 2k och ng = 2ks dér ki # ko eftersom nq # ns.
Da har vi f(n1) = —k1 # —ko = f(n2) sa f(n1) # f(n2). Antag slutligen att bada &r
udda. Vi kan da skriva ni = 2k1 +1 och ny = 2ks + 1 dér ky # ko eftersom nj # no.
Vi har da att f(n1) =k1+1# ka+1= f(n2)sa f(n1) # f(ne2). Vi kan dérfor dra
slutsatsen att f ar injektiv.

Surjektiv: Lat k€ Z. Om k > 0 har vi att 2(k—1) +1 > 0 &r ett udda tal och f(2(k -
1)+1)=k-1+1=Fk. Om k <0 har vi -k >0 och f(-2k) = k. Vi drar slutsatsen
att f ar surjektiv.

Eftersom f dr bade injektiv och surjektiv dr den dérfor bijektiv och vi har déarfor att
N=.Z. O

Anmdrkning 5.30. Notera att vi egentligen har visat mer &n vad satsen sédger. Vi har
visat att Z =. N och inte bara 7Z <. N.

Ovning 5.31. Anvind metoden fran beviset ovan for att visa att om X och Y &r
upprikneliga mingder s #r dven X uY uppriknelig.®

"Namnet kommer av att man kan anviinda bijektionen fér att inféra en ordning pa X, ndmligen
f(0) < f(1)< f(2)<..., och ddrmed rikna upp X pa samma vis som man riknar upp N.

8X och Y ér inte nédvindigtvis disjunkta. Det kan dérfor vara enklare att konstruera en surjektion
f+ N - X uY istéllet for en bijektion.
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Vi har alltsa dnnu inget exempel pa en 6veruppriknelig méangd. Vi kan dérfor forsoka
med nésta kinda talméngd, de rationella talen Q. Det visar sig dock att om man
anvéander sig av en fiffig generalisering av metoden fran vart féregaende bevis kan man
konstruera en surjektion fran Z till Q.

Sats 5.32. De rationella talen Q dr en uppriknelig mdngd.

Bevis. Vi bérjar med att notera att alla rationella tal kan skrivas som £ med p € Z och
q € Z,, d.v.s. q ar ett positivt heltal. Vi kan alltsa skriva varje rationellt tal som ett
ordnat par (p,q) av ett heltal och ett positivt heltal. Médngden av alla sadana par dr
Z x Z. Om vi kan skapa en bijektion fran Z till Z x Z,. &r vi alltsa klara. Faktum &r att
vi da har skapat en surjektion till de rationella talen eftersom till exempel % = % som
rationella tal men (3,2) # (6,4) som ordnade par.

Vi borjar med att titta pa de naturliga talen och skapa en bijektion fran N till NxZ, .
For att gora detta kommer vi anvénda oss av den naturliga ordningen pa heltalen. Vi
tdnker oss ocksa att vi ordnar alla ordnade par i N x Z, enligt foljande princip:

Om vi har tva par (p1,q1) och (p2,q2) tittar vi forst pa p; + ¢1 och ps + g2. Om
P1+q1 < p2+ g2 siger vi att (p1,q1) < (p2,q2). Om vi har py + ¢ = p2 + ¢ tittar vi istéllet
pa om p; < pg och séger isafall att (p1,q1) < (p2,¢2). Ordningen ser alltsa ut pa foljande
vis:

(0,1) < (0,2) < (1,1) < (0,3) < (1,2) < (2,1) < (0,4) < (1,3) < (2,2) < (3,1) <...

[ 2 2 S R S N N S G\ ——

p+g=1 p+q=2 p+q=2 p+q=3 p+q=3 p+q=3 p+q=4 p+q=4 p+qg=4 p+q=4
Vi definierar nu f: N - NxZ, sa att den bevarar ordningen pa de bada méngderna, d.v.s.
f(0) =(0,1), f(1) =(0,2), f(2) = (1,1) o.s.v. Da dr f en bijektion. Vi kan illustrera
detta i en bild:

(0,1) (1,1) (2,1) (3,1)

\ A7 7 7

(0,2) (2,2).7 (3,2
(0,3) (1,3) ///(2,3) (3,3)

(0,4) /’(1/,4) (2,4) (3,4)

-,
-

Lk
Figur 6: Ordningen pa N x Z, och konstruktionen av f.

Vi kan sedan utvidga f fran de negativa heltalen Z_ till Z_ x Z, pa ett symmetriskt
vis, d.oves. f(-1) = (-1,1), f(-2) = (-1,2), f(-3) = (-2,1), f(-4) = (-1,3), 0.s.v. Med
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detta blir f en bijektion fran Z till Z x Z.. Som vi tidigare beskrev kan vi sedan sdtta
samman f med surjektionen ¢:Z x Z, — Q som ges av g((p,q)) = g och far da en
surjektion fran Z till Q. Dérfor géiller att Q <. Z. Eftersom vi dessutom har att Z =, N
fran ovan sa vet vi nu att Q <. N sd Q &r en uppriknelig mangd. O

Ovning 5.33. Visa att om X och Y #r tva upprikneliga mingder sa dr #iven deras
Cartesiska produkt X x Y uppriknelig.

Ovning 5.34. Lat X,, vara en uppriknelig méingd for varje n € N. Visa att dven Upzo Xn
ar uppraknelig.

5.7 Overupprikneliga mingder

Vi har fortfarande inte hittat nagon 6veruppriknelic méngd men vi har talmingder
kvar att underscka och det visar sig att nista méngd, de reella talen R, faktiskt Ar
overuppréknelig. For att bevisa detta ska vi forst bevisa ett lemma.

Lemma 5.35. Mdngden av alla odndliga foljder av nollor och ettor dr en éverupprdknelig
mdngd.

Bevis. Vibevisar lemmat med ett motsigelsebevis. Lat M vara mingden av alla oéndliga
foljder av nollor och ettor. Antag att M &r en upprikneligt odndlig méngd och lat
f: N - M vara en bijektion. Beteckna virdena av f med z° = £(0), 2! = f(1), och sa
vidare. Varje z' dr alltsa en o#indlig foljd av talen 0 och 1. Beteckna talen i foljden
med ac;'-, sd att 20 = (29,29,29,...), o1 = (2}, 21,2},...) och s& vidare. Vi kan stlla upp
det pa foljande vis:

0 o,0_,0_0_0
x 2(1'0,1'1,.732,333,(134,...)

1 T .1 1 1 1
x :(1'0,1'1,!1;2,(1)3,1'4,...)

2 2 2 2 2 2
T =(a:0,x1,x2,:c3,:c4,...)
3.3 .3 .3 )

3 3
x” = (xp, 27, x5, T5, Ty, . . .

Vi ska nu skapa en ny foljd vy = (y1,v2,Y3, Y4, - - . ) av nollor och ettor som skiljer sig fran
alla f6ljder z* ovan lings diagonalen. Vi later

D4 kan y inte vara lika med nagon av de tidigare foljderna eftersom yo # x9 sa y # 2,
Y1 # 21 sd y #xl, yo # 23 s y # 22, och sa vidare. Da kan y inte tillhéra virdemingden
Vi sa Vyc M dr en dkta delméngd och dérfor ér inte f surjektiv. Detta motséger att f
skulle vara bijektiv. Denna motségelse visar att f inte kan vara bijektiv. Vi far da att vi
maste ha N <. M sa M &r éveruppriknelig. O
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Anmdrkning 5.36. Metoden som anvénds i detta bevis kallas Cantors diagonalmetod
efter matematikern Georg Cantor som ar 1891 anvéinde metoden for att bevisa existensen
av overupprikneliga méngder.

Sats 5.37. Mdngden av reella tal R dr dverupprdiknelig.

Bevis. Lat M igen vara méngden av alla odndliga foljder av nollor och ettor. Vi kan
da skapa en injektiv funktion f: M — R genom att lata foljden = = (xo,21,x2,...)
avbildas pa det reella talet f(x) = 0,zpz122.... Till exempel har vi alltsa att foljden
(0,1,0,1,0,1,0,1,...) avbildas pa det reella talet 0,01010101. ... Funktionen f #r injek-
tiv eftersom olika talféljder maste avbildas pa reella tal med olika decimalutvecklingar.
Enligt Sats 5.19 maste da N <. M <. R sa &ven R maste vara 6veruppriknelig. O

Anmdrkning 5.38. Vi har hir visat att N <. R. Man kan da fraga sig om det finns en
méangd mellan N och R, d.v.s. en méngd X med egenskapen att N <. X <. R. Utsagan
att det inte finns nagon sadan méngd X kallas for kontinuum hypotesen och har en lang
och fortfarande pagaende historia inom matematiken. Matematikern Paul Cohen visade
1963 att kontinuum hypotesen dr oberoende av de axiom som vanligtvis anvéinds som
grund for méngdlaran, de sa kallade ZFC axiomen. Detta betyder att man varken kan
bevisa eller motbevisa kontinuum hypotesen inom ramen for ZFC axiomen. Sedan dess
har man forsokt att 16sa denna fraga pa andra sétt, till exempel genom att utoka ZFC
axiomen med ytterligare axiom som gor att man kan avgoéra om kontinuum hypotesen
dr sann eller inte. Detta pagar &n idag.

Ovning 5.39. Lat X vara mingden av alla odndliga talféljder av nollor och ettor,
d.v.s. alla foljder ag,ai,as,as,... diar varje a, ar antingen O eller 1. Visa att X &r en
overuppraknelig méngd genom att anvinda Cantors diagonalmetod.

Fran foregaende sats foljer ocksa att de komplexa talen C &r 6veruppriikneliga, ef-
tersom R c C och dédrmed R <. C.

6 Polynom

Ett polynom av grad n ar ett objekt f som bestar av ett dndligt antal givna komplexa
tal ag,a1,...,a, med a, = 0 som kallas koefficienter och en variabel x som tillsammans
har formen

f(x)=ap+a1z+--+apz".

Tva polynom f och g anses vara lika om de har samma grad och om alla deras koefficien-
ter &r lika. Polynomen av grad 0, som ges av f(z) = ag, kallas konstanta och polynomet
f(z) =0 kallas nollpolynomet. Graden av ett polynom f anges av deg f.

Anmdrkning 6.1. Vi skiljer pa ett polynom f och den motsvarande polynomfunktionen
som fas da vi later variabeln x anta vérden i till exempel R eller C. Man kan ocksa ténka
sig att man later variabeln anta andra objekt &n tal, till exempel kan man lata z vara
en matris.
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Vi kan addera och multiplicera polynom med varandra och fa nya polynom. Om
f(x) = ap+ayx +...a,2™ och g(x) = by + bix + ...bypx™ dr polynom av grad n och
m respektive sa definierar vi polynomet f + g som det polynom vars koefficienter &r
ay + by dar a; = 0 for k > n och b, = 0 for k > m. Pa samma sitt &r polynomet fg
det polynom vars koefficienter ¢; ges genom att utféra multiplikationen f(z)g(x) och
samla ihop termerna efter deras grad. Vi far da att (fg)(x) =co+c1z+. .. cpanx™ ™ dar
C = Z;?:o ai-jbg. Vi har dven foljande sats.

Sats 6.2. Om varken f eller g dr nollpolynomet gdiller att deg(fg) = deg f + degg.

Bevis. Lat deg f = n och degg = m. Da vet vi att a,, # 0 och by, # 0. Det foljer da att
Cmin = by # 0 och ¢ =0 for k> m +n. Alltsa har vi deg(fg) = m +n. O

Varat sista mal kommer nu vara att studera ekvationen f(x) = 0 dér f &r ett polynom.
En sadan ekvation kallas for en algebraisk ekvation eller en polynomekvation. En rot till
den algebraiska ekvationen f(x) =0 &r ett tal a sadant att f(a) = 0. Ett sadant o kallas
ocksa for ett nollstdlle till polynomet f. Vi skiljer pa ekvationen som har rétter och
polynomet som har nollstéllen.

Vi har redan sett tva exempel pa gemensamma egenskaper fér polynom och heltal,
namligen att de kan adderas och multipliceras. Vi ska nu titta pa nagra andra egenskaper
som polynomen delar med heltalen. Vi kommer inte att utforska fullstdndigt hur langt
dessa likheter stricker sig och vilka skillnader som finns eftersom detta skulle ta alldeles
for lang tid. Intresserade uppmuntras istéllet att ldsa mer om abstrakt algebra, dir bade
heltalen och polynomen kan ses som exempel pa nagot som kallas for ring.

Definition 6.3. Lat f och g vara polynom. Vi séger att g delar f om det finns ett
polynom h sadant att f = gh. Vi skriver da g| f.

Exempel 6.4.
1. (2z-1) ‘ (422 - 1) eftersom 42% — 1= (20 - 1)(2x + 1).
2. Lat f vara ett polynom. Foér alla tal A # 0 giiller da att A|f eftersom f = )\%f.
Precis som for heltalen har vi féljande motsvarande regler for polynom.

Sats 6.5. Lat f,g,h,p, vara polynom som uppfyller att f|g och f|h. Da gdiller att
f1(pg+vh).

Beviset &r helt och héllet analogt med beviset for motsvarande sats for heltal, allt
som behover goras édr att byta ut alla heltal mot polynom.

Precis som for heltal har alla polynom alltid vissa delare som man kallar triviala.
Som vi sag i ett exempel sa delar varje nollskild konstant alla polynom. Det giller dven
att varje polynom f delas av Af dar A dr en nollskild konstant. Det &r dessa delare som
vi nu kallar triviala. Vidare séger vi att om g = Af for nagon nollskild konstant A sa &r
polynomen f och g associerade. Vi kallar da ocksa en delare som inte &r trivial for en
ikta delare. Fran sats 6.2 kan vi se att en dkta delare g till f alltid maste uppfylla att
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0 < degg < deg f. Vi kallar ett polynom av grad minst 1 utan dkta delare irreducibelt.
Det foljer direkt att alla polynom av grad 1 &r irreducibla eftersom en #kta delare skulle
ha grad 0 men alla dessa &r triviala. Ett polynom som inte &r irreducibelt kallas helt
enkelt for reducibelt.

Vi kan ocksa ténka oss att vi begriansar oss till polynom vars koefficienter endast ar
reella tal, rationella tal eller heltal. Vi namnger sddana polynom efter vad de har for
koefficienter, till exempel reella polynom. Man pratar da ocksa om reella polynom som
ar irreducibla dver R. Till exempel kan man visa att polynomet 22 + 1 ir irreducibelt
over R men inte 6ver C.

Foljande satser for tankarna till lemma 3.17 och aritmetikens fundamentalsats.

Sats 6.6. Om f dr reducibelt sa dr alla dkta delare till f av ldgst grad irreducibla.

Sats 6.7. Varje polynom av grad minst 1 kan skrivas som en produkt av irreducibla
polynom.

Aven bevisen #r vildigt lika deras heltalsmotsvarigheter. Vi bevisar sats 6.6 for att
visa hur sma skillnaderna &r.

Bevis. Eftersom f &r reducibelt méaste det ha dkta delare och déarfor ocksd en akta
delare av lagst grad. Kalla denna dkta delare av ligst grad ¢. Antag nu att g ocksa
ar reducibelt. Da kan vi skriva g = ab for nagra polynom a,b av ligra grad an degg.
Eftersom f = cg far vi da f = cab sa att dven a och b &r dkta delare till f. Alltsé dr a
och b dkta delare till f av ldgre grad &n g, som var en dkta delare av lidgsta grad. Denna
motségelse visar att g maste vara irreducibelt. O

6.1 Nollstillen och faktorer

Vi ska nu titta ndrmare pa kopplingen mellan ett polynoms nollstéllen och dess delare.

Antag att polynomet x—a delar polynomet f sa att vi kan skriva f(x) = (z—a)g(x).
Da maste x = « vara ett nollstélle till polynomet f eftersom f(«) =0-g(a =0). Antag
nu istéllet att x = « &r ett nollstélle till f. Vi kan alltid skriva f(z) = (z - a)g(z) + ¢ for
nagot polynom g och nagon konstant c¢. Om vi stoppar in z = « far vi da

0=f(a)=0-g(a)+c=c

sa vi ser att da maste ¢ = 0 och darfor ar f delbart med x — o. Vi sammanfattar vad vi
precis har bevisat i en sats som kallas faktorsatsen.

Sats 6.8 (Faktorsatsen). Polynomet x—« dr en delare i polynomet f om och endast om
« dr ett nollstdlle till f.

Anmdrkning 6.9. Varat bevis visar ocksa att &ven om « inte &r ett nollstélle till f sa
kan vi &nda skriva f(z) = (z — a)g(z) + f(«).

“Denna delare #r inte unik i den mening att édven Ag ér en ikta delare av samma grad for A # 0.

48



Faktorsatsen séger alltsa att problemet att hitta forstagradsfaktorer till ett polynom
ar ekvivalent med att hitta nollstdllen till polynomet. Algebrans fundamentalsats sager
oss att sadana nollstéllen alltid existerar.

Sats 6.10 (Algebrans fundamentalsats). Varje polynom av grad minst 1 har minst ett
komplext nollstdlle.

Algebrans fundamentalsats &r speciell i det avseendet att den &nnu inte har nagot
helt algebraiskt bevis. Alla kinda bevis anvénder sig istdllet av andra metoder, sa som
till exempel teorin om analytiska funktioner, differentialtopologi, algebraisk topologi,
Riemannytor, Riemanngeometri, m.m. De mest algebraiska bevisen anvénder sig av
nagra grundldggande satser fran envariabelanalys, till exempel satsen om mellanliggande
vérden.

Om vi kombinerar faktorsatsen och algebrans fundamentalsats far vi féljande sats.

Sats 6.11. Varje polynom f(x) = ap + a1z + -+ + apx™ av grad n kan skrivas som en
produkt av forstagradspolynom f(x) = an(x —a1)(z - a2) ... (x — ap) dir a1, s, ..., an
ar kompleza tal.

Vi kan tyvérr inte siga nagot om denna faktorisering ar entydig eller inte &n. Vi
aterkommer till detta problem senare nidr vi har studerat polynomdivision nirmare.
Observera att en viss faktor kan dyka upp flera ganger, till exempel kan vi ha att a; = as.
Till exempel hinder detta for polynomet z2 + 22 + 1 = (z + 1)(z + 1) dér a3 = ag = —1.
Antalet ganger som en viss faktor dyker upp i faktoriseringen av ett polynom kallas for
nollstéllets multiplicitet.

6.2 Divisionsalgoritmen och Euklides algoritm

Vi har tidigare definierat vad delbarhet betyder for polynom. Precis som for heltal ska vi
nu se att det finns en algoritm for att utféra en sddan division och att den kan anvéndas
for att hitta den storsta gemensamma delaren av tva polynom med hjilp av Euklides
algoritm.

Vi borjar med att beskriva hur en polynomdivision gar till. For att gora detta gar vi
igenom ett exempel dir vi vill dela polynomet f(z) = 22% — 2% - 32 + 5 med polynomet
g(x) = 2% = 2. Precis som vi for heltal bérjade med att multiplicera divisorn med en sa
hog tiopotens som mdjligt utan att den blir storre &n dividenden och sedan dra bort sa
manga multipler av detta fran dividenden utan att resultatet blir negativ ska vi nu ska
vi nu multiplicera divisorn g med en sa hog potens av x som mojligt utan att resultatet
har hogre grad dn f och sedan dra bort en multipel av detta fran dividenden f for att
fa bort 2z3-termen i f(x). Vi stiller upp det som foljer:

2z
23— 22 -3 +5 | 22-2
—(2$3—4x)
—z2+x+5
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Vi ser hiir att f(x) - 2zg(z) = 322 - 3z + 5. Eftersom graden av differensen &r minst
lika stor som graden av divisorn kan vi fortsétta.

20 -1
203 -2 -3z +5 | 2?2 -2
—(223 - 4x)
—22+2+5
(-2 +2)

T+3

Vi kan nu se att f(z)-(2z-1)g(z) = x+3. Nu har differensen ligre grad &n divisorn
sa vi kan inte fortsitta. Svaret blir alltsa att f(z) = (22 — 1)g(x) + z + 3 dér 22 — 1 &r
kvoten och x + 3 &r resten. Likt hur det &r for heltal géller att man for alla polynom f, g
kan skriva f = qg + r dér ¢,r &r polynom och degr < degg. Att r(z) = 0 &r detsamma
som att g|f.

Tva polynom f, g har alltid gemensamma delare, till exempel dr varje nollskild kon-
stant en gemensam delare likt hur +1 4r gemensamma delare till varje par av heltal. Vi
kan darfor ocksa titta pa tva polynoms storsta gemensamma delare. Det uppkommer
lite tvetydigheter hér eftersom om vi har en gemensam delare sa ar alla dess associera-
de polynom ocksa gemensamma delare. Detta kan dock anvéndas till var fordel i vissa
ldgen. For att vara mer precisa gor vi féljande definition.

Definition 6.12. En stirsta gemensam delare till tva polynom f, g ar ett polynom h
sadant att varje gemensam delare till f och g ocksa delar h.

Vi ténker oss nu att vi vill hitta SGD( f,g) dir f och g &r tva polynom déar degg <
deg f. Vi borjar da med att utfora en divison av f med g och far da f = ¢1g + r1 dér
degry < degg. Precis som for heltalen sa maste da varje gemensam delare till f och g
ocksa vara en delare till 1 och varje gemensam delare till g och r; maste ocksa vara
en delare till f. Vi kan da reducera problemet till att hitta SGD(g,71). Vi skriver da
g = qor1 + 19 dir degry < degry. Pa detta vis kan vi sedan fortsitta tills vi far en rest av
grad 0. Om denna rest &r nollpolynomet &r den foregaende resten en storsta gemensam
delare till f och g. Om denna sista rest inte &r nollpolynomet utan en nollskild konstant
A séger vi att polynomen f och g dr relativt prima och skriver SGD( f, g) = 1.

Exempel 6.13. Vi vill bestaimma SGD(f,g) dir f(z) = 22 + 823 — 162 + 6 och g(x) =
rte223 122 +42-2. Viser att f(z) = 2(z*+423-82+3) sa vi kan lika géirna arbeta med det
associerade polynomet x4 +423-82+3. Vi kan se att 4 +423-82+3 = g(z)+223-22-122+5
sa att ry(z) = 223 — 22 = 122 + 5. Vi ska nu dela polynomet g med r;. For att gora det
lite enklare for oss anvander vi 2g istéllet.
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oot

T+

20t +42% + 227 48 -4 | 223 —22-120+5
—(22% - 2% - 1222 + 52)

523 + 1422 + 32 — 4
- (5a® - gaz2 - 30x + %)

33,.2 _ 33
5 T + 33x 5

Vi ser att vi far q1(z) = (2 + g) och ro(z) = 32—3362 +33x - % For att gora berikningarna

enklare viljer vi istéllet det associerade polynomet z2 + 2z — 1 och fortsitter Euklides
algoritm med detta polynom.

2r -5

23 — 22 - 122+ 5 22 +2r-1

(223 + 422 - 22)

522 -10x +5
~(-522 - 102 +5)
0

Den hir divisionen gick jamnt ut. Alltsa &r 22 + 2z — 1 en storsta gemensam delare till
f och g.

Vi ska nu ater titta pa sats 6.11. Innan vi kan bevisa att faktoriseringen som ges &r
unik om man bortser fran faktorernas ordning behdver vi ett par lemman som motsvarar
de lemman som beh6vdes for att bevisa aritmetikens fundamentalsats.

Lemma 6.14. For alla polynom f,g finns det polynom p,q sadana att SGD(f,g) =
pf+ag.

Bevis. Precis som for heltal kan vi gora Euklides algoritm bakldnges for att hitta poly-
nomen p och q. For enkelhetens skull, antag att vi har genomfort Euklides algoritm och

fatt f = qig+7r1 och g = gary + 12 med 19 som sista rest som inte dr nollpolynomet. Alltsa
kan vi sitta SGD(f,g) = ro. Vi har ocksa att

T2 =g—q2r1
=g9-q(f-qg)
=-@f + (12 +1)g

och ser dédrfor att vi i detta fall kan vélja p = —g2 och g = (gq1¢2 + 1). Pa samma sétt kan
man fa fram p och ¢ oavsett hur manga steg vi har i Euklides algoritm. O

Lemma 6.15. Lat f,g vara polynom och lat h vara ett irreducibelt polynom sadant att
h|fg. Da gdller att h|f eller hlg.
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Bevis. Om h|f #r vi redan firdiga sa antag att h f f. Eftersom h ér irreducibelt maste
vi ha att SGD(h, f) =1 och fran foregaende lemma vet vi da att vi kan hitta polynom
p,q sadana att 1 = ph+qf. Vi far da att

g=9(h+qf)
=pgh+qfg.

Eftersom h|fg ser vi att h delar bade pgh och ¢fg. Alltsa maste h dela deras summa,
som ju &r g. ]

Anmdrkning 6.16. Jamfor dessa bevis med bevisen for motsvarande satser for heltal for
att se likheterna.

Det foregaende lemmat kan latt generaliseras till foljande lemma, pa precis samma
sitt som motsvarande lemma for heltal.

Lemma 6.17. Lat f1, fo,..., fn vara polynom och lat h vara ett irreducibelt polynom
sadana att h| fifs... fn. Da gdller att h| fr for nagot k.

Vi ar nu redo att bevisa att faktoriseringen som ges av sats 6.11 ar unik upp till
ordningen av faktorerna.

Bevis. Antag att vi har tva faktoriseringar f(x) = an(x - a1)(x —a2)...(x — ay) =
b (x — P1)(x — B2) ... (x — Bm). Vi kan direkt se att n = m eftersom de tva uttrycken
annars skulle ha olika grad och dérfor omgjligt kunna vara samma polynom. Vi kan
ocksa se att a, = b,, eftersom de annars skulle ha olika koefficienter framfér z™-termen.

Eftersom (x —a1)|f(x) vet viatt (x —aq1)|(x-61)(x—B2)...(x—-B,) och dirfor
att (x—aq)|(z - Bk) for nagot k. Eftersom vi inte &r intresserade av ordningen kan vi
utan inskrdnkning anta att k£ = 1. Da maste polynomen z —aq och x — 31 vara associerade
men eftersom bada polynomens koefficient framfor z-termen dr 1 maste de dessutom
vara samma polynom, d.v.s. a; = f1. Vi kan nu betrakta (z - a2)...(z - an) = (z -
B2)...(x - B,) och genomféra samma resonemang for att visa att ag = B5. Fortsitter vi
hela vagen ser vi att ay = B for alla k. O

6.3 Reella polynom

Vi ska nu dgna lite tid at reella polynom, alltsa polynom dér alla koefficienter &r reella.
Ett exempel pa ett reellt polynom &r f(z) = 22 + 1. Vi kan litt se att detta polynom
inte har nagra reella nollstillen eftersom x2 > 0 for alla = € R och dérfor far vi f(z) =
z2+1 > 1 for alla z € R. Motséger detta algebrans fundamentalsats? Nej, eftersom
algebrans fundamentalsats tillater komplexa nollstéllen och mycket riktigt kan vi se att
f(i)=4i%2+1=-1+1=0. Vi kan ocksa se att f(-i)=(-i)?+1=14?+1=0. Det komplexa
talet —i ar det komplexa konjugatet av i. For ett allmént komplext tal z = a+¢3 definieras
dess konjugat som det komplexa talet Z = a —i3. Det ar ingen slump att det komplexa
nollstéllet ¢ dyker upp tillsammans med dess konjugat —i, vilket vi nu ska bevisa. Vi
kommer behova anvinda oss av foljande egenskaper:
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® 21 +723 =21 + 22,
L4 2_1'2_2:21"227
e 2= < zecR.

Sats 6.18. Lat f vara ett reellt polynom. Om det har ett komplext nollstille z = o + i3
sa dr daven zZ = o —1if ett nollstdlle.

Bevis. Lat z vara ett nollstéille for f, d.v.s. f(z) =0 och lat f(x) = ag + a1z + ...ayz".
Vi har da foljande:
f(Z)=ap+a1Z+...a,2"
=ag+a1Z+...ap2"

=ap+aiz+---+apz"

=ap+taiz+--+apz"

Alltsa ar dven Z ett nollstélle till f. O

Man brukar séiga att komplexa nollstéllen till reella polynom kommer i konjugerade
par.

Anmdrkning 6.19. Observera att vi har anvint oss av att ay = ag for varje k eftersom
polynomet f &r reellt och darfor ar alla koefficienter reella. Om polynomet inte dr reellt
fungerar inte detta steg och faktum &r att komplexa nollstilen for ickereella polynom
inte behéver komma i konjugerade par.

Om vi anvédnder oss av faktorsatsen ser vi da att ett reellt polynom f med ett
komplext nollstiille z maste vara delbart med (z —2)(x - %) = 22 - (2 + Z)x + 2Z. Detta ar
i sin tur ett reellt polynom eftersom om vi skriver z = o + i3 dér «, 8 € R ser vi att

z+Z=a+if+a—-1if
= 2aq,
2z=(a+if)(a-1if)
=a’ - (if)*
=a?+ 5%
Vi kan ocksa se att nollstéllena z och Z maste ha samma multiplicitet. Som f6ljd av detta

vet vi att det alla polynom av grad minst 3 &r reellt reducibla, d.v.s. vi kan faktorisera
det i termer av reella polynom av grad hogst 2. Vi har alltsa foljande sats.

Sats 6.20. Varje reellt polynom kan skrivas som en produkt av reellt irreducibla reella
polynom av grad hogst 2. Faktoriseringen dr unik upp till ordning pa faktorerna och
assoctationer.
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6.4 Losningsmetoder for algebraiska ekvationer

Vi har hittills gatt igenom en massa teori om polynom och algebraiska ekvationer. Det
ar nu dags att sidtta denna teori till arbete och hitta nagra anvindsbara metoder for att
l6sa algebraiska ekvationer.

Till att borja med har vi den vélkdnda p—g-formeln, som kan anvéndas for att enkelt
och direkt hitta alla nollstéllen till ett andragradspolynom, ndmligen

[ 2

2 p p
r’+pr+qg=0 < r=-=x\/——gq.
pr+q 5 1 q

For polynom av grad 3 och 4 finns liknande formler som &r mer komplicerade och vi
kommer dérfor inte att ga igenom dem. For polynom av grad 5 och hogre dr det bevisat
att det inte finns nagra sadana formler. Nar vi 1oser en algebraisk ekvation kommer varat
mal alltsa vara att forsoka hitta tillréckligt manga nollstéllen sa att vi kan faktorisera ner
polynomet till grad 2 och da anvinda exempelvis p— g-formeln for att avsluta 16sningen.

Vi har redan sett att ett reellt polynom med ett komplext nollstélle z ocksa har Z som
nollstdlle. Om vi forsoker 16sa en reell algebraisk ekvation och lyckas hitta en komplex
16sning far vi da ocksa en till 16sning pa kopet. Detta kanske later oss forenkla problemet
till nadgot vi kan 16sa direkt.

Exempel 6.21. Betrakta polynomet f(z) = % + 222 — 8. Vi har givits informationen
att x = 2¢ ar ett nollstélle. Eftersom polynomet &r reellt och x = 2¢ ar ett ickereellt
nollstélle vet vi darfor att dven x = —2¢ maste vara ett nollstélle. Alltsa kan f delas
med (x —2i)(z +2i) = 2% + 4. Utfor vi divisionen ser vi att det aterstar 2 — 2. Eftersom
detta har grad tva kan vi hitta dess nollstédllen direkt med p — g-formeln, eller i detta
fall med konjugatregeln, och vi far da nollstillena x = +1/2. Dérfor kan vi skriva f(z) =

(z—2i)(x +2i)(z - V2)(z +V2).

Exempel 6.22. Vi betraktar innu en gang polynomet f(z) = z*+22? - 8. Vi vet redan
vad alla nollstéllena &r men vi ska nu visa att denna ekvation kan 16sas dven utan nagra
ledtradar. For att gora detta utnyttjar vi att alla potenser av z ar jamna. Om vi da gor
variabelbytet y = 2% kan vi skriva f(z) = 2% + 222 - 8 = 4% + 2y - 8 = g(y). Eftersom g ir
ett polynom av grad 2 kan vi hitta dess nollstéillen direkt med p — g-formeln. Vi far da

P +2y-8=0  z=-1+/1+8=-1+3.

Nu giller det att komma ihag att y = 22, sa losningen y = —4 ger oss nollstéllen z = £2i
till f och nollstiillet y = 2 ger oss nollstiillen z = +v/2.

Exempel 6.23. Betrakta nu istillet polynomet f(z) = % -23 -2z —4. Vi har givits in-
formationen att detta polynom har ett rent imaginért nollstélle. Ett imaginért nollstélle
maste ha formen x = i¢b dér b € R. Med inséttning far vi da ekvationen

0= f(ib)
=b*+ib® - 2ib-4
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Om b* + ib® - 2ib + 4 = 0 maste bade realdelen och imaginiirdelen vara 0. Vi kan alltsa
dela upp denna ekvation i tva ekvationer:

bt-4 =0

b’ -2b =0
Vi borjar med ekvationen b3 — 2b = 0. Vi skriver 0 = b - 2b = b(b? - 2) och ser da att
b =0 eller b> -2 = 0. Ekvationen b? — 2 har losningarna b = /2. Genom inséttning
i ekvationen b* —4 = 0 ser vi da att b = 0 &r en falsk 16sning men att da bada andra
I6sningarna stammer. Observera att vi hir direkt har hittat det konjugerade par som vi
forvintade oss av det imaginéra nollstéllet eftersom polynomet f &r reellt.

Genom att dela f med polynomet (z—iv/2)(z+iv/?2) = (22 +2) far vi kvoten 22 -2 -2

vars nollstéllen vi direkt bestédmmer till z =2 och x = -1 med p — g-formeln.

Precis som ickereella nollstéllen till reella polynom alltid kommer i konjugerade par
sa kommer dven irrationella nollstéllen till rationella polynom i konjugerade par. Detta
beskrivs av féljande sats.

Sats 6.24. Ldt f vara ett rationellt polynom med ett nollstille x1 = a++/B dir o, 3 € Q
och \/B dr irrationellt. Dd dr dven xo = o —+/B ett nollstdlle till f.

Beviset for denna sats dr likt motsvarande sats for ickereella nollstéllen till reella
polynom. Likheten mellan bada dessa satser tyder pa att nagot djupare ligger till grund
for detta fenomen. Det visar sig att bada dessa satser dr specialfall av en mer allmén
sats som tas upp i hogre kurser i algebra.

Om ett polynom har ett nollstéille av multiplicitet minst 2 kan man komma &t det
med hjélp av foljande sats.

Sats 6.25. Lat polynomet f ha ett nollstille x = o av multiplicitet m > 2. Da dr x = «
ett nollstdlle till polynomet f' av multiplicitet m — 1. Vidare, om x = « dr ett enkelt
nollstélle till f sa dr det inte ett nollstdlle till f'.

Bevis. Enligt faktorsatsen kan vi skriva f(x) = (x—«)™g(x) f6r nagot polynom g sadant
att g(a) # 0. Enligt produktregeln for derivator far vi da

f'(x) =m(z - )" g(z) + (z - a)"g' (z)
= (z - )" (mg(z) + (z - a)g'(2))
= (z - )" h(z)

dédr h(z) = mg(x)+(x-a)g’'(x). Vidare giller att h(a) = mg(a)+(a-a)g'(z) = mg(a) #
0. Detta bevisar bada satsens pastaenden. O

Vi ger ett exempel pa hur detta kan anvéindas.
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Exempel 6.26. Vi har fatt tipset att polynomet f(x) = % =3z + 2% +4 har ett nollstille
av multiplicitet 2 och vi vill hitta samtliga nollstéllen. Vi deriverar dérfér polynomet och
far f'(x) = 423 - 922 + 22. Vi vill nu hitta en SGD for f och f eftersom vi vet att de
har en gemensam delare som motsvarar deras gemensamma nollstélle. Vi kan direkt se
att f’ har ett nollstille x = 0 som inte f har och vi kan dérfor faktorisera bort det
nollstéllet innan vi paborjar Euklides algoritm. Vi kan ocksa gora det lite enklare for oss
och anvinda 4f istéllet sa att vi minimerar de rationella tal som behovs.

A — 1223 + 422+ 16 | 422 - 92 + 2

—(4z* - 923 + 222)
—323 + 222 + 16

- (—3&03 + %azQ - %x)

19,2 3
-IT +2x+16

- (-’ + e - §)

147 . 147
6Tt s
Vi ser att r1(z) = —%7:6 + %. Detta har grad 1 och dr dérfor den siste icketriviala

resten eftersom vi vet att f och f’ har en gemensam faktor och dérfor dr det ocksa en
storsta gemensam delare. Vi véljer déarfor det associerade polynomet x — 2. Det maste
dessutom vara det dubbla nollstillet. Vi vet alltsa att f kan delas med (z —2)%. Mycket
riktigt, utfor vi divisionen ser vi att f(x) = (z —2)%(2? +z +1). Med p — ¢g-formeln ser vi

att polynomet 22 + = + 1 har nollstéllen x = —% + 3 /i -1= —% + 3 /—% = —% + z@

P& detta vis kan vi alltsa leta efter dubbla nollstéllen. Med hjélp av foljande sats kan
vi &ven leta efter rationella nollstéllen i vissa fall.

Sats 6.27. Lat f(z) = ag+ar1x + -+ apz™ dir ag € Z for varje k. Antag att f har ett
rationellt nollstille x = § dir SGD(p,q) = 1. Da gdller att plag och q|a,. Om a, =1
maste eventuella rationella nollstillen vara heltal.

Bevis. Eftersom vi antar att f (g) =0 kan vi skriva foljande:

o)
q
Vel
=q" (a0+a1]—? +---+anp—)
q q"
= aoq" +a1pg" !+ + app”

=aoq" +p(arg" "+ +anp" ).
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Hérifran ser vi att p|—apq” men eftersom SGD(p,q) =1 = SGD(p,q") =1 foljer att
p|ag. Om vi istéllet skriver

aoq" +a1pg" "+ +app™ = q(aod” T + a1pg" 7 + -+ ano1p™ ) + anp”

ser vi att ¢|-a,p". Pa samma sitt maste da gélla att ¢|a,. Vidare, om a, = 1 maste
isafall ¢ = +1 vilket betyder att g € Z. O

Observera att satsen inte siger nagot om huruvida det faktiskt existerar nagot ratio-
nellt nollstélle eller exakt vilket det &r. Det finns manga polynom med heltalskoefficienter
som saknar rationella nollstéllen. Vad satsen istéllet sdger &r att om ett heltalspolynom
har ett rationellt nollstélle sa kan det endast vara nagot av &ndligt manga rationella tal
som ocksa bestams av satsen. Istéllet for att gissa pa mafa kan man alltsa systematiskt
testa dndligt manga och da vara sidker pa att man har hittat alla rationella nollstéllen.
Vi visar hur detta kan ga till med ett exempel.

Exempel 6.28. Vi har fatt tipset att polynomet f(x) = 3322 -22+6 har ett rationellt
nollstélle. Eftersom a,, = 1 vet vi dessutom att detta nollstille maste vara ett heltal x = p
och att detta heltal ska dela 6. Eftersom 6 = 2-3 kan vi se att de mdjliga nollstéllena
da dr p = £1,+2,43,+£6. Vi har alltsa 8 mdjliga nollstillen som vi helt enkelt far testa.
Genom insdttning ser vi da att endast p = 3 &r ett nollstéille. Vi kan da bryta ut faktorn
-3 ur f(x) och far da f(z) = (z-3)(2%-2). Polynomet 2% -2 har nollstillena x = +/2.
Vi har da hittat samtliga nollstéllen.

Som avslutning gor vi iakttagelsen att om ett andragradspolynom z? + ax + b har
nollstillen z = z1 och x = x5 kan vi skriva 22 +az+b = (z—x1) (z-22) = 22— (21 +29)T+2122.
Vi kan alltsa se att a = —(x1 + x2) och b = z1x9. Koefficienterna ir alltsa direkt kopplade
till polynomets nollstéllen. Liknande relationer géller for polynom av alla grader, till

exempel kan vi for ett polynom 2 + ax? + bx + ¢ av grad 3 skriva
22 +ax® +br+ce=(z-21)(x - 22)(x - x3)
_ 3 2
=x° — (21 + 22 + x3)x” + (122 + X173 + T2T3)T — T1T2X3.
Vi ser alltsa att
a=—(r1 +x2+x3),
b= T1T2 + 123 + T2X3,

C=—-2122%3.

For ett allmént polynom f(z) = ag+aix+---+a,x™ av grad n kan man se att koefficienten
an-1 alltid ar lika med —1 ganger summan av alla nollstdllen och koefficienten ag alltid
ar lika med (-1)" ganger produkten av alla nollstéllen, d.v.s.

n
Gp-1=— Z L,
k=1

n
ao = (=1)" [T .
k=1
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Dessa samband kan ocksa anvidndas for att hitta eller atminstone gora béttre giss-
ningar pa vilka nollstéllen ett polynom har.
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